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This paper introduces a vertically laminated configuration for composite beams and investigates 

its effect on the vibrational behavior of the beam. For this purpose, the governing equations of the 

problem are first derived using Timoshenko beam theory. Then, by defining the constitutive 

relations for two types of laminate configurations, including the conventional horizontal 

lamination used in composite beams and the proposed vertical lamination, the governing equations 

are expressed in terms of the beam displacement  components, resulting in a system of coupled 

differential equations. Subsequently, by developing an analytical approach, the governing 

equations are solved simultaneously without the need for decoupling, and the natural frequencies 

of the beam are obtained. Natural frequency analysis results for both horizontal and vertical 

laminate configurations under different boundary conditions and stacking sequences are presented 

and compared. The results demonstrate that, unlike the horizontal laminate configuration, the 

natural frequency of the beam in the vertically laminated configuration can be controlled and 

optimized by changing the fiber angle orientation. This characteristic can be of significant 

importance in the design of composite structures, enabling the development of beams with 

desirable dynamic properties for specific applications. 

Extended Abstract 

 Introduction 

omposite structures, including beams, plates, and shells, are widely utilized in various engineering 

applications, particularly in fields where weight reduction is a critical design requirement. The primary 

advantage of composite materials lies in their superior strength-to-weight ratio, which makes them highly 

suitable for lightweight structures such as aerospace components. Typical applications of composite materials 

include aircraft wings and fuselage structures, unmanned aerial vehicles, helicopter rotor blades, and fuel storage 

pressure vessels. Composite beams are generally fabricated by stacking multiple laminae with different fiber 

orientations to achieve the desired mechanical performance. Owing to the anisotropic nature of laminated 

composites, their static and dynamic responses can be tailored and optimized by modifying the fiber arrangement 

and stacking sequence to meet specific design objectives.  The static and dynamic analyses of composite beams 

have been extensively investigated by numerous researchers using various beam theories [1–22]. Over the past 

decades, a wide range of beam models has been developed, with the primary distinction among them being the 

way shear deformation—and consequently the distribution of transverse shear stresses through the beam 
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thickness—is considered. The classical Euler–Bernoulli beam theory, as the simplest beam model, neglects the 

effects of shear deformation. In contrast, the Timoshenko beam theory accounts for shear deformation by assuming 

a constant distribution of transverse shear strain across the beam thickness. A comparison between these two 

theories is presented in Ref. [23]. 

 Previous studies on composite beam analysis have primarily focused on the conventional horizontal laminate 

configuration, in which the composite layers are stacked through the beam thickness. In contrast, this study 

investigates the free vibration behavior of composite beams with a vertical laminate configuration, in which it is 

constructed by placing several composite laminas side by side along the beam width, and compares their response 

with that of horizontally laminated beams. The governing vibration equations are derived and formulated in terms 

of the displacement field using the appropriate constitutive relations for each laminate configuration. An exact 

analytical solution is then developed to solve the coupled governing equations directly while accommodating 

various boundary conditions. The proposed formulation is subsequently used to determine and compare the natural 

frequencies of beams with both laminate configurations under different boundary conditions. 

 Problem Formulation 

In this paper, the Timoshenko beam theory is employed to derive the governing equations for the vibration 

behavior of the beam. According to the Timoshenko beam theory, the displacement field is defined as 

(1) 
𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑧𝜙(𝑥, 𝑡) 

𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

where 𝑢0 and 𝑤 denote the axial and transverse displacements of a point on the beam midplane, respectively, 

and 𝜙 represents the rotation of the normal to the midplane. By applying Hamilton's principle, the governing 

equations of motion for the vibration behavior of the beam are derived as follows: 

(2) 

𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
− 𝜌𝐴

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 0 

𝜕𝑄𝑥𝑧

𝜕𝑥
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 = 0 

 
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
− 𝑄𝑥𝑧 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 0 

where 𝜌 and 𝐴 denote the density and the cross-sectional area of the beam, respectively, and the stress resultants 

are defined as follows: 

(3) (𝑁𝑥, 𝑀𝑥) = 𝑏 ∫ 𝜎𝑥(1, 𝑧)𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

, 𝑄𝑥𝑧 = 𝑏 ∫ 𝜏𝑥𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

Furthermore, the first and second moments of the cross-sectional area are defined as follows: 

(4) (𝐼1, 𝐼2) = 𝑏 ∫ (𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

2.1. Analysis of Beams with a Horizontal Laminate Configuration 

The stress–strain relationship for each lamina of a beam with a horizontal laminate configuration can be 

expressed in the global coordinate system as follows: 

(5) [
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑧
]

𝑘
= [

𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅ 0

0 𝑄55
̅̅ ̅̅ ̅

]
𝑘

[
𝜖𝑥

𝛾𝑥𝑧
]

𝑘
 

where 𝑘 denotes the layer number. The stress resultants can be expressed in terms of the displacement field components as 

follows: 

(6) [
𝑁𝑥

𝑀𝑥
] = [

𝐴11 𝐵11

𝐵11 𝐷11
] [

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑥

] , 𝑄𝑥𝑧 = 𝐴55𝛾𝑥𝑧 

where the stiffness coefficients of the composite beam are calculated as follows: 

(7) (𝐴11 , 𝐵11, 𝐷11) = 𝑏 (∑ ∫ 𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘

ℎ𝑘+1

ℎ𝑘

(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧

𝑛

𝑘=1

) , 𝐴55 = 𝑘𝑠𝑏 (∑ ∫ 𝑄55
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘

ℎ𝑘+1

ℎ𝑘

𝑑𝑧

𝑛

𝑘=1

) 
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In Eq. (7), 𝑘𝑠 is the shear correction factor employed in the Timoshenko beam theory. Finally, by substituting 

the stress resultants given in Eq. (6) into the differential equations in Eq. (2), the governing equations can be 

expressed in terms of the displacement field as follows: 

(8) 

𝐴11

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝐵11

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2  + 𝜌𝐴
𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 + 𝜌𝐼1

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 0 

𝑘𝑠𝐴55 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) − 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 = 0 

𝐵11

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝐷11

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 − 𝑘𝑠𝐴55 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙) − 𝜌𝐼2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 = 0 

2.2. Analysis of Beams with a Horizontal Laminate Configuration 

the stress–strain relationship for each lamina of a beam with a vertical laminate configuration can be expressed 

in the global coordinate system as follows: 

(9) [
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑧
]

𝑘
= [

𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅ 𝑄16

̅̅ ̅̅ ̅

𝑄16
̅̅ ̅̅ ̅ 𝑄66

̅̅ ̅̅ ̅
]

𝑘

[
𝜖𝑥

𝛾𝑥𝑧
]

𝑘
 

The stress resultants for this type of beam can be expressed in terms of the displacement field components as 

follows: 

(10) 𝑁𝑥 = 𝐴11

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+ 𝐴16 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙) , 𝑀𝑥 = 𝐷11

𝜕𝜙

𝜕𝑥
, 𝑄𝑥𝑧 = 𝑘𝑠 (𝐴16

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+ 𝐴66 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙)) 

In Eq. (10), the stiffness coefficients of the composite beam are calculated according to the laminate 

configuration as follows: 

(11) (𝐴11 , 𝐴16) = ∑ 𝑏𝑘 ∫ (𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘 , 𝑄16
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘
)

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧,

𝑛

𝑘=1

  𝐷11 = ∑ 𝑏𝑘 ∫ 𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘𝑧2
ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧

𝑛

𝑘=1

 

where 𝑏𝑘 denotes the width of the k-th lamina. Finally, by substituting the stress resultants given in Eq. (11) 

into Eq. (2), the governing equations for the vibration behavior of the beam in this case are obtained as follows: 

(12) 

𝐴11

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝐴16 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) − 𝜌𝐴

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 0 

𝑘𝑠𝐴66 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + 𝑘𝑠𝐴16

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 − 𝜌𝐴
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 = 0 

𝐷11

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 − 𝑘𝑠𝐴16 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙 +

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
) − 𝜌𝐼2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 = 0 

2.3. Solution Method 

In this section, the solution procedure for Eqs. (8) and (12), which correspond to the horizontal and vertical 

laminate configurations, respectively, is presented. The solution procedure is identical for both cases. To solve 

these equations, the method of separation of variables is employed, whereby the beam displacement field is first 

decomposed into its spatial and temporal components as follows: 

(13) 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑈0(𝑥)eiωt, 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥)eiωt, 𝜙(𝑥, 𝑡) = Φ(𝑥)eiωt 

In the next step, the solution of displacement components is expressed as: 

(14) 𝑊(𝑥) = 𝑎1𝑒𝜆𝑥 , Φ(𝑥) = 𝑏1𝑒𝜆𝑥 , 𝑈0(𝑥) = 𝑐1𝑒𝜆𝑥 

Substituting the assumed solution into Eqs. (8) and (12), and simplifying the resulting expressions, yields the 

following system of equations in matrix form for horizontal and vertical laminate configurations: 

(15) [

0 𝐵11𝜆2 𝐴𝜌𝜔2 + 𝐴11𝜆2

𝐴𝜌𝜔2 + 𝐴55𝑘𝑠𝜆2 𝑘𝑠𝐴55𝜆 0

−𝑘𝑠𝐴55𝜆 𝜌𝐼2𝜔2 + 𝐷11𝜆2 − 𝑘𝑠𝐴55 𝐵11𝜆2

] [

𝑎1

𝑏1

𝑐1

] = [0] 

 

(16) [

𝐴16𝜆2 𝐴16𝜆 𝜌𝐴𝜔2 + 𝐴11𝜆2

𝜌𝐴𝜔2 + 𝐴66𝑘𝑠𝜆2 𝑘𝑠𝐴66𝜆 𝑘𝑠𝐴16𝜆2

−𝑘𝑠𝐴66𝜆 𝜌𝐼2𝜔2 + 𝐷11𝜆2 − 𝑘𝑠𝐴66 −𝑘𝑠𝐴16𝜆

] [

𝑎1

𝑏1

𝑐1

] = [0] 
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As can be seen, the system of equations obtained is homogeneous. Therefore, for a nontrivial solution to exist, 

the determinant of the coefficient matrix must vanish. By setting this determinant equal to zero, the characteristic 

equation of the problem is obtained in the form of a sixth-order polynomial in 𝜆 , as follows: 

(17) |𝑑𝑖𝑗| = 0 → 𝑝6𝜆6 + 𝑝4𝜆4 + 𝑝2𝜆2 + 𝑝0 = 0 

Since the characteristic equation given in Eq. (17) generally possesses six roots, the assumed solution presented 

in Eq. (14) can be expanded as follows: 

(18) 𝑊(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑒𝜆𝑖𝑥

6

𝑖=1

,   Φ(𝑥) = ∑ 𝑏𝑖𝑒𝜆𝑖𝑥,   𝑈0(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝑒𝜆𝑖𝑥

6

𝑖=1

6

𝑖=1

 

Finally, the beam’s boundary conditions are applied, which leads to a homogeneous system of algebraic 

equations, in the form [𝐵]{𝐶} = 0, where {𝐶} = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎6 }𝑇 is the vector of unknown constants and [𝐵] is 

the coefficient matrix, whose elements depend on the beam boundary conditions. For a nontrivial solution to exist, 

the determinant of the matrix [𝐵] must vanish. This condition yields an eigenvalue equation with infinitely many 

roots. By solving this equation and determining its roots, the natural frequencies of the beam, 𝜔𝑖 and the 

corresponding mode shapes are obtained.  

 Results 

The results obtained show that unlike the horizontal laminate configuration, in which increasing the fiber 

orientation angle consistently leads to a reduction in the natural frequency, the vertical laminate configuration 

allows the natural frequency to be maximized by selecting an appropriate fiber orientation angle. In some cases, 

this maximum natural frequency differs significantly from that of the horizontal configuration. The optimum fiber 

orientation angle for vertically laminated beams depends on both the boundary conditions and the laminate 

stacking sequence. Table 1 presents the optimum fiber orientation angle and the corresponding maximum natural 

frequency for vertically laminated composite beams under various boundary conditions and stacking sequences. 

The table also compares the maximum natural frequencies of the horizontal and vertical laminate configurations 

in terms of percentage difference. The largest difference, 26.52%, is observed for the clamped–clamped beam with 

the [𝜃/−𝜃] laminate stacking sequence.  

Table 1. Optimum Fiber Angles and Corresponding Maximum Natural Frequencies of Composite Beams with a Vertical 

Laminate Configuration 

Boundary condition 

Stacking 

sequence 

Clamped-Clamped Clamped-Free Pinned-Pinned 

Relative 

difference   

)%( 

𝜔̅𝑚𝑎𝑥 𝜃°𝑚𝑎𝑥 

Relative 

difference  

)%( 

𝜔̅𝑚𝑎𝑥 𝜃°𝑚𝑎𝑥 

Relative 

difference  

)%( 

𝜔̅𝑚𝑎𝑥 𝜃°𝑚𝑎𝑥 

1.44 11.1183 28 0 3.4908 0 0 8.4267 0 [𝜃] 
52.26 16.6894 26.5 5.37 3.6781 13.5 13.29 9.5472 17 [𝜃/−𝜃] 
39.80 15.3230 43 2.79 3.5883 19.5 8.89 9.1761 27 [0/ 𝜃] 
38.44 13.1072 41.5 31.81 3.0594 12.5 15.34 7.8242 22.5 [0 /𝜃 /90°] 

 Conclusion  

This study presented an analytical free vibration analysis of composite beams with horizontal and vertical 

laminate configurations based on the Timoshenko beam theory. The proposed solution directly solves the coupled 

governing equations while accommodating various boundary conditions. The results show that vertically 

laminated beams consistently exhibit higher fundamental natural frequencies than horizontally laminated beams. 

Unlike the horizontal configuration, which always achieves its maximum natural frequency at zero fiber 

orientation angle, the vertical configuration possesses an optimum fiber orientation angle that maximizes the 

natural frequency. The optimum fiber orientation angles and the corresponding maximum natural frequencies were 

determined for various boundary conditions and laminate stacking sequences. Among the cases considered, the 

clamped–clamped beam exhibited the highest natural frequencies, while the largest difference between the 

horizontal and vertical laminate configurations was observed for the [𝜃/−𝜃] stacking sequence under clamped–

clamped boundary conditions. In contrast, the clamped–free beam exhibited the lowest natural frequencies. These 

findings demonstrate the significant influence of laminate configuration on the vibration characteristics of 

composite beams and highlight the potential advantages of the vertical laminate arrangement in structural design. 
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 چکیده   واژگان کلیدی 

 ، تیرهای کامپوزیتی

 ، تئوری تیموشنکو

عر ریرعری   فررکرانرب 

 ، اصلی

 ، یاهیلاآرایش 

 .روابط ساختاری

عمودی برای تیرهای کامپوزیتی و بررسی اثر آن بر رفتار ارتعاشی   یا هیلااین مقاله به معرفی یک آرایش   

.  ندیآی م  به دستبا استفاده از تئوری تیموشنکو    مسئله. بدین منظور ابتدا معادلات حاکم بر  پردازدیمتیر  

شامل آرایش افقی متداول در تیرهای کامپوزیتی    ،ایدو نوع آرایش لایهسپس با تعریف روابط ساختاری برای  

پیشنهادی، آرایش عمودی  نوشته شده که    برحسبمعادلات حاکم    و  تیر  یک   صورتبهمیدان جابجایی 

. در ادامه با توسعه یک روش تحلیلی، معادلات حاکم بدون  باشندی مدستگاه معادلات دیفرانسیل کوپل شده  

. نتایج حاصل از  شوندی مطبیعی تیر محاسبه    یهافرکانس حل شده و    زمانهم  صورتبه نیاز به جداسازی و  

مختلف،   یهاینیچافقی و عمودی و برای شرایط مرزی و لایه    یاهیلاتحلیل فرکانس طبیعی برای دو آرایش  

ای عمودی، برخلاف آرایش افقی،  دهند که در آرایش لایهنتایج نشان می.  شوندی مارائه و با یکدیگر مقایسه  

تواند  سازی فرکانس طبیعی تیر از طریق تغییر زاویه الیاف وجود دارد. این ویژگی می امکان کنترل و بهینه 

های  ای داشته باشد و امکان دستیابی به تیرهایی با ویژگیهای کامپوزیتی اهمیت ویژه از دیدگاه طراحی سازه 

 .دینامیکی مطلوب برای کاربردهای خاص را فراهم سازد

 1405/ 04/ 14تاریخ دریافت: 

 1405/ 06/ 08تاریخ بازنگری: 

 1405/ 07/ 14 تاریخ پذیرش: 

 مقدمه-1

  یی هادر حوزه   ژهیوو به  یمختلف مهندس  یطور گسترده در کاربردهاها، بهصفحات و پوسته   رها،یشامل ت  ،یتیکامپوز  یهاسازه

  ،یتیمواد کامپوز  یژگیو  نی تر. مهمرندیگیمطرح است، مورد استفاده قرار م  یدر طراح  یالزام اساس  کیعنوان  که کاهش وزن به

مناسب   اریهوافضا، بس یهاسازهسبک، مانند  یهااستفاده در سازه یمواد را برا نیاست که ا هاآن  ینسبت  استحکام به وزن بالا

  یهاپره  ن،یبدون سرنش  ییهوا  هینقل  ل یوسا  ماها،یبه بال و بدنه هواپ   توانیم  یتیمواد کامپوز  جیرا  یکاربردها  ازجمله.  سازدیم

معمولاً   یتیکامپوز  یرهایاشاره کرد. ت  الاتیسوخت و انواع س   یسازرهیذخ  درمخازن تحت فشار مورد استفاده    زیروتور بالگردها و ن

کار،    نی. هدف از اشوندیمتفاوت باشد، ساخته م  تواندیم  هیدر هرلا   افیال  هیکه زاو  یتیکامپوز  هیلا  نیقرار دادن چند  کنار هماز  

  ی کیرفتار استات  ،یاهیلا  یها ت یکامپوز  ناهمسانگرد  تیماه  لی کاربرد موردنظر است. به دل  یمطلوب برا  یکیبه خواص مکان  دنیرس

 ی سازنه یو به  میخاص، تنظ  یمتناسب با اهداف طراح  ،ینیچهیلا  یتوال  زیو ن  افیال  هیزاو  رییبا تغ  توانیها را مسازه  نیا  ی کینامیو د

به مراتب   کیزوتروپ یا  ایرا نسبت به مواد همسانگرد    هاآن   لیتحل   ندی، فراها تیکامپوزرفتار ناهمسانگرد در    نیا  حالنیدرع کرد، اما  

  .کندیم تردهیچیپ 

طور گسترده گوناگون به  یهای توسط پژوهشگران مختلف و با استفاده از تئور  یتیکامپوز  یرها یت  یکینامیو د  یکیاستات  لیتحل
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که تفاوت    اندافته یتوسعه    ری ت  لیتحل  یبرا  یمتعدد  یهاگذشته، مدل  هایسال   طول  در.  [22–1]مورد مطالعه قرار گرفته است  

به نحوه در نظر گآن  انیم  یاصل راستا  یبرش  یهاتنش  عیتوز  جهی درنتو    یبرش  رشکلییتغ  رفتنها  ت  یدر  مربوط    ریضخامت 

 ی تئور   کهیدرحال  رد؛یگیم دهیرا ناد  یبرش  رشکلییمدل، اثرات تغ  نیترعنوان ساده، بهبرنولی–لر یاو  ریت  کیکلاس  ی. تئورشودیم

دو   نیا انیم یاسهی. مقاردیگیرا در نظر م یبرش رشکلییتغ راث ر،یدر ضخامت ت یثابت کرنش برش عیبا فرض توز موشنکویت ریت

  م،یضخ  ی رهایت  لیدر حوزه تحل  ژهیوبه ک،یکلاس یهای تئور ی هاتیرفع محدود   منظوربه  ارائه شده است.  [ 23]در مرجع    یتئور

تئور موج،  انتشار  به  مربوط  مسائل  و  بالا  فرکانس  با  تغ  یها ی ارتعاشات  ارائه شده  یبرش  رشکلییمختلف  بالاتر  امرتبه    نیاند. 

، استفاده از  حالنیباا  کنند؛ یم  یسازمدل  یشتریرا با دقت ب  ریضخامت ت  یدر راستا  ی تنش برش  راتییتغ  شرفته،یپ   یهای تئور

  یی مانند توابع جابجا ،یبیو تقر یعدد  یهاروش رو،ن ی. ازاشودیحل م  یهاشدن معادلات حاکم و روش تردهیچیها منجر به پ آن 

اند. در  کار گرفته شده بهحل معادلات حاصل  یطور گسترده برالاگرانژ، به بیو روش ضرا یتوان یهایبر بسط سر یمبتن یفرض

تحل  کی  [24]مرجع   تئور  یمبتن  یلیروش  ت  یبر  بالاتر  استات  یبررس  یبرا  رهایمرتبه  ارتعاش  یکمانش  ،یکیرفتار    ی رهایت  یو 

حل  کیپژوهش، معادلات حاکم حرکت با استفاده از معادلات لاگرانژ استخراج شده و  نیارائه شده است. در ا یاهیلا یتیکامپوز

 ی لیحل تحل  کی  [8]  هوانگ مختلف را دارد.  یمرز   طیاعمال شرا  تیاست که قابل  افتهیتوسعه    یمثلثات  یهایسر  هیپا  بر  یلیتحل

  ی ارتعاش  یهایژگیمطالعه و  یارائه کرد که بعدها برا  موشنکویت ریت   یهمسانگرد بر اساس تئور  یرهایارتعاش آزاد ت  یبررس یبرا

 ی برا  یاچندجمله  ی های بر سر  ی روش حل مبتن  ک یاز    [2] و همکاران    چی. آبراموو[6و  1]توسعه داده شد    یتیکامپوز  یرهایت

متقارن بر اساس    یاهیلا  یتیکامپوز  یرهایاستفاده کردند. رفتار ارتعاش آزاد ت  رمتقارنیغ   یتیکامپوز  یرهایت  یارتعاش  خپاس  لیتحل

مطالعه، معادلات حاکم با استفاده از اصل   نیقرار گرفت؛ در ا  یمورد بررس  [12]مرتبه اول در مرجع    یبرش  رشکلیی تغ  یتئور

مورد استفاده در    یتیکامپوز  ی رهایت ی کینامیپاسخ د  [ 13]حل شدند. سورش و ونکاتسان  یلیصورت تحلاستخراج و به لتونیهم

کردند.   یبررس ینرم یو پارامترها کیالاست یهابر مدول یمتفاوت مبتن یبندروتور بالگرد را با استفاده از دو فرمول یهاستم یس

  یهاتیها به محدود اختلاف  ن یوجود دارد که ا  کردیدو رو  نی ا  انی م  یتوجهقابل  ی هاموارد تفاوت  یها نشان داد که در برخآن  جینتا

مختلف را با استفاده    یمرز  طیبا شرا  یتیکامپوز  یرهایارتعاش آزاد ت  لیتحل  [14]و لام    ینسبت داده شد. ش  ریدرون ت  رشکلییتغ

  ک ی  [15]  ویلیمرتبه سوم انجام دادند. هورتا و ف  یبرش  رشکلییتغ  یتئور  هیبر پا  افتهیمحدود توسعه   یاجزا  یبندفرمول   کیاز  

  یرهایت  یارتعاش   یهایژگی کرنش ارائه کردند تا و  انیگراد  یمحدود و در چارچوب تئور   یبر روش اجزا  یمبتن  موشنکویت  ریمدل ت

  ژهیطور وبه  ریت  یعیطب  ی هابر فرکانس  اف یال  یریگو جهت  یمرز  طیشرا  ر یپژوهش، تأث  نیکنند. در ا  یرا بررس  یاهیلا   یتیکامپوز

را با در نظر گرفتن    ریمتغ  یبا سفت  یتیکامپوز  یرهایارتعاش آزاد ت  یهایژگ یو  [16]و همکاران    یخِلاد مورد توجه قرار گرفت.

 ن یی تع  یپژوهش، برا  نیقرار دادند. در ا  یمورد بررس  یشدگکوپل  یهادهیو پد  یدوران  ینرسی ا  ،یعرض  یبرش  رشکلیی اثرات تغ

اختصاص داده    یبه هر نقطه کنترل  یاستفاده شد که در آن شش درجه آزاد  کیزوژئومتریا  لی از تحل  رها یت  ی عیطب  ی هافرکانس

ل بود.  ش  نیشده  ر  [17]  انگیو  چندجمله   تزیروش  توابع  از  استفاده  با  ارتعاش  یبررس  یبرا  یارا    ی تیکامپوز  یرهایت  یرفتار 

 رشکل ییتغ  یهر دو تئور  اساسبر    رهایت  یعیطب  ی هامطالعه، فرکانس  نیبه کار گرفتند. در ا  ی کربن  ی هابا نانولوله   شده ت یتقو

  [18]محاسبه شدند. در مرجع    ر،یگوناگون ت  یهایکربندیها و پ مختلف نانولوله  یهاع یتوز  یمرتبه اول و مرتبه سوم، برا   یبرش

  یکیاستات  لیتحل  یبرا  C⁰از نوع    وستهیپ   یهامرتبه بالاتر و المان  ییجابجا  یهادانیبر م  یمحدود مبتن  یاجزا  یبندفرمول  کی

 ی مدل اجزا  ک ی  [ 19]و وو    یتوسعه داده شد. تا  ینوسیس  یمتقارن و نامتقارن تحت بارگذار  ی چیو ساندو  یتیکامپوز  یرهایت

کنند.    یرا بررس  یتیکامپوز  یرهایت  یکیدر هر گره ارائه کردند تا پاسخ استات  یو شش درجه آزاد  C¹  یوستگیبا پ   یمحدود دوگره

  یو ارتعاش یرفتار خمش لیتحل یمرتبه بالاتر برا یبرش رشکلییمختلف تغ یهایاز تئور ها، آن [20] گرید  یدر ادامه، در پژوهش

ا   یبا خواص تابع  یرهایت از توابع   ریضخامت ت  یدر راستا  یتنش برش  عیتوز  ها،یبندفرمول  نیاستفاده کردند. در  با استفاده 

استخراج شده    لتونیحاکم با استفاده از اصل هم  معادلاتشد.    یسازمدل  یی و نما  یهذلول  ک،یهارمون   ،یامختلف شامل چندجمله

 حل شدند.  ریناو ی مثلثات یهایاز روش سر یریگو با بهره یلیصورت تحلساده، به گاه هیبا تک یرهایت یو برا

ساده به کار    گاه هیمتقاطع  با تک  یاهیلا  یتیکامپوز  یرهایارتعاش ت  لیتحل  یرا برا  یمشابه  کردیرو  [21]و همکاران    ونتایج

زده   بیتقر  Nمرتبه    یاچندجمله  یبا استفاده از بسط عموم  ریدر سطح مقطع ت  یبعدسه  ییجابجا  دانیمطالعه، م  نیگرفتند. در ا
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  ی اهیلا  ی رهایتوسعه دادند تا ارتعاش آزاد ت  موشنکویت  ریت  یبر تئور  یمحدود مبتن  یاجزا  مدل ک ی  [ 16]شد. رمضان و همکاران  

  یرهایت  ی کینامیو د  یکیاستات  یهاپاسخ  [20]  ای و کاپان  ی انیکنند. گو  یرا بررس  کیالاست  یهاون یفونداس  یمتقاطع قرارگرفته بر رو

 ی شنهاد یمورد مطالعه قرار دادند. المان پ   یدرجه آزاد  21  یمحدود دارا  یا اجز  یبندفرمول  کینامتقارن را با استفاده از    یاهیلا

فراهم    رهایت  یدوبعد  لیتحل  یکارآمد برا  یرا در نظر گرفته و چارچوب  یاهیمرتبط با رفتار صفحات لا  ی شدگها اثرات کوپلآن 

  یرهایت  یو پاسخ ارتعاش  یداری ارائه کردند تا پا  تزیبر روش ر  یمبتن  یلیتحلمه ین  یبندفرمول  کی  [25]دش و همکاران    .کردیم

  یو کمانش  یرفتار ارتعاش  [ 26]  یکنند. وو و تا  لیرا تحل  یک یمکان-ترمو  یهایتحت بارگذار  ریمتغ  یبا سخت  یاهیلا  یتیکامپوز

در    یدرجه آزاد  جو پن  C¹  یوستگیبا پ   یدوگره  ریالمان ت  کیدلخواه را با استفاده از    ینیچهی لا  یهایبا توال  یتیکامپوز  یرهایت

ا  یهر گره بررس اثرات کوپل   نیکردند.  امکان در نظر گرفتن  اثرات کردیماده را فراهم م  یاز ناهمسانگرد  یناش  یشدگروش   .

محدود   یاجزا  یبندفرمول  کیبا استفاده از    [21]در مرجع    زین  یعموم  یاه یلا  یرهایدر ت  یچشیو پ   یخمش  ،یکشش  یشدگکوپل

ت  یمبتن  یکینامید برا  یبرش  رشکلییتغ  یئوربر  اول   فرکانس  یمرتبه  بررس  یعیطب  یهامحاسبه  و   یمورد  گرفت. چن  قرار 

مواد   یدوبعد  تهی سیبر اساس معادلات الاست  ،یبا روش مربعات تفاضل  شدهبیحالت ترک  یفضا  یبندفرمول   کی  [27]همکاران  

انتقال، با    سیاز روش ماتر  زین  [28]و همکاران    میلدریی.  ندارائه کرد  کیارتوتروپ   یرهایارتعاش آزاد ت  لیتحل  یبرا  ک،یارتوتروپ 

و    یمتقارن متقاطع استفاده کردند. مانتار  یاهیلا  یرهایارتعاش ت  لیتحل  یحاکم، برا  لیفرانسیمعادلات د  یاستفاده از حل سر

  ی هایژگیو   یبررس  یبرا  یمثلثات–یاچندجمله  یبیترک  ا ی  یاکاملاً چندجمله  یهایبا استفاده از سر  تزیاز روش ر  [29]کانالس  

طور مشابه،  اعمال شد. به  مه یبا استفاده از روش جر  یمرز  طی پژوهش، شرا  ن یبهره گرفتند. در ا  یاهیلا   یرهایت  ی و ارتعاش  یکمانش

ساده به کار برد تا    یجبر  یهای ااز چندجمله  ییها ی صورت بسط سربه  ییسه مؤلفه جابجا  انیرا با ب  تزیروش ر  [ 30]  دوغدویآ

 ی تئور  کی  [31]مطالعه کند. در مرجع    یمرز  طیمختلف شرا  بیمتقاطع را تحت شش ترک  یاهیلا  یتیکامپوز  یرهایارتعاش ت

  ی هاتیشده از کامپوزشکل جدار نازک ساخته   I  یرهایکمانش ت  لیتحل  یونان  براسنت  یبعدبر حل سه  یشده مبتناصلاح   ریت

  داده شد. عهتوس یبا خواص تابع  یچیو ساندو یاهیلا

استفاده شده است که در آن    یافق  یاه یلااز ساختار    عموماً  ،یتیکامپوز  یرهایت  لیتحل  ینه یدرزم  نیشیپ   یهاپژوهش  در

باشد،    یعمود  یاهیلا  شیآرا   یدارا  تواندیم  یتیکامپوز  ریت  کهیدرحال  ،رندیگیمهم قرار    یو رو  یافق  صورتبه   تیکامپوز  یهاهیلا

ای انگیزه عملی از بررسی آرایش لایه  .شودیمساخته    یعمود  صورتبه  تیکامپوز  هیلا   نیچند  ادناز کنار هم قرار د  ریکه در آن ت

عنوان پارامترهای طراحی اضافی  توانند بهدهنده کامپوزیت میهای تشکیلگیری و توزیع فضایی لایهعمودی این است که جهت

های  گیریهایی با جهتطور خاص، قرار دادن لایهسازی پاسخ دینامیکی سازه مورد استفاده قرار گیرند. بهبرای تنظیم و بهینه 

مؤثر سازه را تغییر داده    سفتیتواند  صورت متوالی در راستای ضخامت، میها بهجای چیدمان آنمتفاوت الیاف در کنار یکدیگر، به

ها  ای که در آن تواند در اجزای سازه ، این آرایش میرون یازاهای طبیعی و پاسخ ارتعاشی تیر تأثیر بگذارد.  بر فرکانس  جهیدرنتو  

دار، کاهش وزن یا تنظیم موضعی خواص مکانیکی از ملاحظات مهم طراحی هستند، مورد توجه جهت  سفتیهای ارتعاشی،  ویژگی

  نیشده است. بد   سهیمقا  ی قرار گرفته و با حالت متداول افق  یمورد بررس  رینوع ت  نیا  یمقاله، رفتار ارتعاش  نیدر ا  .قرار گیرد

،  ها هیلا  شیمتناسب با نوع آرا  یاستخراج شده و سپس به کمک روابط ساختاربر رفتار ارتعاشی تیر  منظور ابتدا معادلات حاکم  

  ازی که قادر است بدون ن  گرددیمارائه    ی لیروش حل تحل  کی . در ادامه،  شوندیمنوشته    ر یت  ییجابجا   دانیمبرحسب  این معادلات 

  ، تیدرنها.  دی مختلف را اعمال نما  یمرز  طیشرا  نیحل نموده و همچندقیق    طوربه  را  این معادلاتشده،  معادلات کوپل  یبه جداساز

ارائه افق  یعمود  یاهیلا  شیهر دو نوع آرا  یمختلف و برا  یمرز   طیراش  یبرا  ریت  یعیطب  یهاشده، فرکانسبر اساس حل    ی و 

 .رندیگیقرار م لیو تحل سهیحاصل مورد مقا ج یمحاسبه شده و نتا

 مسئله یبندفرمول  -2

𝑏)یک تیر کامپوزیتی با سطح مقطع مستطیلی یکنواخت   × ℎ)    نشان داده    1در شکل  افقی و عمودی    یاهیلابا دو آرایش

در راستای طول تیر قرار داشته و از صفحه میانی آن عبور   𝑥شود که در آن محور  یک دستگاه مختصات تعریف می  شده است.

الف( دارای -1تیر نشان داده شده در شکل )  .باشدیمدر راستای ضخامت تیر    𝑧در راستای عرض تیر و محور    𝑦کند، محور  می

ب(، آرایش -1در شکل )  کهیدرحال،  شودیم که بسیار متداول بوده و در اکثر مقالات رفتار آن بررسی    باشد یمافقی    یاهیلاآرایش  
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و هدف اصلی این مقاله تحلیل    رندیگیمعمودی و در کنار هم قرار    صورتبه  ها هیلاعمودی نشان داده شده است که در آن    یاهیلا

 .  باشدیم رفتار ارتعاشی این نوع تیر 

 
  الف( 

 ب( 

 الف( افقی و ب( عمودی، به همراه دستگاه مختصات مورد استفاده برای تحلیل تیر. یاهیلا  تیر کامپوزیتی با آرایش 1شکل 

 

 مختلف مورد استفاده در تحلیل تیرها  یهایتئورمقایسه  2شکل 

برشی و    تغییرشکل  اثر  برنولی،–اویلر  اند. در تئوریبا یکدیگر مقایسه شده  هاتیر  متداول برای تحلیلهای  تئوری،  2در شکل  

  تیموشنکو،   تئوری  در  کهیدرحال  است؛  خمش  از  ناشی  تنها  تیر  تغییرشکل  که  شودمی  فرض  و  شده  گرفته  نادیده  نیز اینرسی دورانی

  تغییرشکل   از  تریدقیق  توزیع  بالاتر،  مرتبه  هایتئوری .  دهد می  رخ  در راستای ضخامت تیر  ثابت  برشی   که تغییرشکل  شودیمفرض  

شود، دوران یک خط که در ابتدا بر صفحه مشاهده می  2  شکل  در  که  طورهمان.  دهندمی  ارائه  تیر  ضخامت  راستای  در  را  برشی

 :زیر تعریف شود صورتبهتواند  ، می(𝜙𝑦)میانی تیر عمود است  

𝜙𝑦 = 𝜑𝑦 − 𝛾𝑥𝑦 (1)  
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 برنولی، –های خمشی و برشی هستند. در تئوری اویلرهای ناشی از تغییرشکلدهنده دوران ترتیب نشانبه  𝛾𝑥𝑦و  𝜙𝑦 که در آن  

ضخامت تیر ثابت فرض    راستایدر    𝛾𝑥𝑦  مقدار  در تئوری تیموشنکو،  کهیدرحالشود؛  در نظر گرفته می  برابر با صفر  𝛾𝑥𝑦مقدار  

تئوریمی بالاتر، تغییرشکل برشی شود. در  از مختصات    صورتبه  های مرتبه  به شکل    𝑧 تابعی  𝛾𝑥𝑦و  = 𝑓(𝑧)    نظر گرفته در 

در   .دهد یمافزایش    شدتبهپیچیدگی معادلات حاصل و روش حل را    حالنیدرع ، اما  شودیمباعث تخمین بهتری  که  ،  شودیم

. این تئوری در  شودیم آوردن معادلات حاکم بر رفتار ارتعاشی تیر استفاده    به دست  منظوربهاین مقاله از تئوری تیر تیموشنکو  

- ، نتایج حاصل از آن نسبت به تئوری اویلرحالنیدرع مرتبه بالاتر از پیچیدگی کمتری برخوردار بوده و    یهایتئورمقایسه با  

دارد. میدان جابجایی تیر بر اساس تئوری   (𝐿/ℎ)برای تیرهای با نسبت طول به ضخامت کم    خصوصبهبرنولی دقت بالاتری  

 :شودیمزیر تعریف  صورتبه تیموشنکو 

(2) 𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) + 𝑧𝜙(𝑥, 𝑡) 

𝑤(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

دوران خط عمود بر صفحه میانی    بیانگر    𝜓یک نقطه روی صفحه میانی تیر هستند و    ترتیب جابجاییبه 𝑤و  𝑢0 که در آن  

 : ندیآیمزیر به دست  صورتبهکرنش  یها مؤلفه، 2. بر اساس میدان جابجایی تعریف شده در رابطه باشدمی

(3) 
𝜖𝑥 =

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+ 𝑧

𝜕𝜙

𝜕𝑥
 

𝛾𝑥𝑧 = 𝜙 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

 : ندیآیم به دستزیر  صورتبهبا استفاده از اصل همیلتون، معادلات حاکم بر رفتار ارتعاشی تیر 

(4) 

𝜕𝑁𝑥

𝜕𝑥
− 𝜌𝐴

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼1

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
= 0 

𝜕𝑄𝑥𝑧

𝜕𝑥
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0 

 
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
− 𝑄𝑥𝑧 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2
− 𝜌𝐼2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
= 0 

 : شوندیمزیر تعریف  صورتبههای تنش به ترتیب چگالی و مساحت سطح مقطع تیر بوده و منتجه  𝐴و   𝜌که در آن 

(5) (𝑁𝑥, 𝑀𝑥) = 𝑏 ∫ 𝜎𝑥(1, 𝑧)𝑑𝑧, 𝑄𝑥𝑧 = 𝑏 ∫ 𝜏𝑥𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

ℎ/2

−ℎ/2

 

 :شوندیمزیر بیان  صورتبههای اول و دوم سطح همچنین ممان

(6 ) (𝐼1, 𝐼2) = 𝑏 ∫ (𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2

 

 معادلات سازگاری - 1-2

. برای این میدان جابجایی نوشت  یهامؤلفه   برحسب  آن را  بایدابتدا    ،4  در رابطهدستگاه معادلات دیفرانسیل  حل    منظوربه

نشان  یاهیلادر ادامه نحوه انجام این کار برای دو آرایش  ای استفاده شود.منظور، لازم است از معادلات ساختاری کامپوزیت لایه

تحلیل یک کامپوزیت تک لایه از دو دستگاه مختصات    منظوربه،  3. بر اساس شکل  شودیمتوضیح داده    1داده شده در شکل  

1)محلی   − 2 − 𝑥)  جهانی و    (3 − 𝑦 − 𝑧)     در دستگاه مختصات محلی، به ترتیب   2و  1  یمحورهاکه در آن    شودیماستفاده

کرنش برای یک کامپوزیت تک لایه در مختصات محلی  -. شکل کلی رابطه تنششوندیمدر راستای الیاف و عمود بر آن تعریف  

 : شودیمزیر نوشته  صورتبه
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(7) 

1 111 12 13

2 212 22 23

3 313 23 33

4423 23

5531 31

6612 12

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q

Q

Q

 

 

 

 

 

 

=

    
    
    
    
    
    
    
    

    

 

در مختصات جهانی    7با استفاده از تبدیلات تنش و کرنش، رابطه   .باشدیم ماتریس سفتی در مختصات محلی   [𝑄𝑖𝑗]که در آن  

 : شودیمزیر بیان  صورتبه

(8) 

11 12 13 16

12 22 23 26

13 23 33 36

44 45

45 55

16 26 36 66

0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

x x

y y

z z

yz yz

xz xz

xy xy

Q Q Q Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

Q Q

Q Q

Q Q Q Q

 

 

 

 

 

 

=

    
    
    
        

   
 

   
 

   
 

   
        

 

[𝑄̅]  صورتبهماتریس ضرایب سفتی در مختصات جهانی   = [𝑇]−1[𝑄][𝑇]  که در آن    دیآیم   به دست[𝑇]   ماتریس تبدیل

 . باشدیم  𝜃بوده و تابعی از زاویه الیاف  

 

 دستگاه مختصات محلی و جهانی مورد استفاده در تحلیل لایه کامپوزیتی. 3شکل 

 ها هیلاتحلیل تیر با آرایش افقی  - 2-2

تنش    یهامؤلفه غیر صفر بوده و از مقادیر دیگر    𝜎𝑥𝑧و تنش برشی   𝜎𝑥در تحلیل تیرها، فرض بر این است که تنها تنش نرمال   

کرنش برای هرلایه را در مختصات  -، رابطه تنشهاهیلادر یک تیر با آرایش افقی  ،  8. بنابراین با توجه به رابطه  شودیم  نظرصرف

 زیر نوشت: صورتبه توانیم جهانی 

(9) [
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑧
]

𝑘
= [

𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅ 0

0 𝑄55
̅̅ ̅̅ ̅

]
𝑘

[
𝜖𝑥

𝛾𝑥𝑧
]

𝑘
 

میدان جابجایی    یهامؤلفه های تنش برحسب  ، منتجه 5در    9با جایگذاری رابطه  .  باشدیم بیانگر شماره لایه     𝑘که در آن  
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 : ندیآیم به دستزیر  صورتبه

(10) [
𝑁𝑥

𝑀𝑥
] = [

𝐴11 𝐵11

𝐵11 𝐷11
] [

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝜙

𝜕𝑥

] , 𝑄𝑥𝑧 = 𝐴55𝛾𝑥𝑧 

 : شوندیمزیر محاسبه  صورتبهکه در آن ضرایب سفتی تیر کامپوزیت 

(11) (𝐴11, 𝐵11, 𝐷11) = 𝑏 (∑ ∫ 𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘

ℎ𝑘+1

ℎ𝑘

(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝑧

𝑛

𝑘=1

) , 𝐴55 = 𝑘𝑠𝑏 (∑ ∫ 𝑄55
̅̅ ̅̅ ̅

𝑘

ℎ𝑘+1

ℎ𝑘

𝑑𝑧

𝑛

𝑘=1

) 

رابطه   قرار    𝑘𝑠،  11در  استفاده  تیموشنکو مورد  تئوری  در  است که  برشی  با جایگذاری    تیدرنها .ردیگیمضریب تصحیح 

 :شوندیمزیر نوشته  صورتبهمیدان جابجایی  برحسب، این معادلات 4در معادلات دیفرانسیل  11های تنش از رابطه منتجه 

(12) 

𝐴11

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝐵11

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2  + 𝜌𝐴
𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 + 𝜌𝐼1

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 0 

𝐴55 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) − 𝜌𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 = 0 

𝐵11

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝐷11

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 − 𝐴55 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙) − 𝜌𝐼2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 = 0 

برابر با صفر است، البته این موضوع برای همه مواد صادق    6با توجه به رابطه   𝐼1توضیح اینکه در یک تیر کامپوزیتی، مقدار 

دارای مقدار     𝐼1،  ردیگیمپیوسته صورت    صورتبهنیست و برای مثال در مواد مدرج تابعی که تغییرات خواص در راستای ضخامت  

، بدین معنی که تغییر شودیمباعث ایجاد کوپلینگ بین معادلات  𝐵11، سفتی 4. همچنین با توجه به معادلات باشدیمغیر صفر 

وابسته به نوع لایه چینی    𝐵11. مقدار  شودیمو برعکس    شودیمشکل طولی تیر، باعث ایجاد جابجایی عرضی و دوران در تیر  

 . باشدیم کامپوزیت بوده و در حالت لایه چینی متقارن برابر با صفر 

 ها هیلاتحلیل تیر با آرایش عمودی  - 3-2

(، معادل   1مورد استفاده در تحلیل تیر )شکل  در مختصات  𝜏𝑥𝑧، تنش برشی  هاهیلادر یک تیر کامپوزیت با آرایش عمودی 

و بنابراین، رابطه تنش    باشدیم   3در دستگاه مختصات متصل به لایه کامپوزیتی نشان داده شده در شکل    𝜏𝑥𝑦با تنش برشی  

 :شود یمبه شکل زیر نوشته  8ام، با توجه به معادله  𝑘کرنش برای لایه  

(13) [
𝜎𝑥

𝜏𝑥𝑧
]

𝑘
= [

𝑄11
̅̅ ̅̅ ̅ 𝑄16

̅̅ ̅̅ ̅

𝑄16
̅̅ ̅̅ ̅ 𝑄66

̅̅ ̅̅ ̅
]

𝑘

[
𝜖𝑥

𝛾𝑥𝑧
]

𝑘
 

میدان جابجایی برای این نوع تیر   یهامؤلفه  برحسبهای تنش ،  منتجه5های تنش در روابط منتجه  13اکنون با جایگذاری 

 :شوندیمزیر نوشته  صورتبه

(14) 𝑁𝑥 = 𝐴11

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+ 𝐴16 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙) , 𝑀𝑥 = 𝐷11

𝜕𝜙

𝜕𝑥
, 𝑄𝑥𝑧 = 𝑘𝑠 (𝐴16

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
+ 𝐴66 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙)) 

 :شوندیمزیر محاسبه  صورتبه، ضرایب سفتی تیر هاهیلاو با توجه به آرایش  14که در رابطه 

(15) (𝐴11, 𝐴16) = ∑ 𝑏𝑘 ∫ (𝑄11
̅̅ ̅̅

𝑘
, 𝑄16
̅̅ ̅̅

𝑘
)

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧,

𝑛

𝑘=1

  𝐷11 = ∑ 𝑏𝑘 ∫ 𝑄11
̅̅ ̅̅

𝑘
𝑧2

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧

𝑛

𝑘=1

, 𝐴66 = ∑ 𝑏𝑘 ∫ 𝑄66
̅̅ ̅̅

𝑘

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧,

𝑛

𝑘=1

 

،  معادلات حاکم بر رفتار  4در    14های تنش از رابطه  با جایگذاری منتجه   تیدرنها .باشدیم ام    𝑘پهنای لایه     𝑏𝑘که در آن  

 : ندیآیمزیر به دست  صورتبهارتعاشی تیر در این حالت 

(16 ) 𝐴11

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 + 𝐴16 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) − 𝜌𝐴

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 = 0 
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𝑘𝑠𝐴66 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + 𝑘𝑠𝐴16

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2 − 𝜌𝐴
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 = 0 

𝐷11

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 − 𝑘𝑠𝐴16 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜙 +

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
) − 𝜌𝐼2

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2 − 𝜌𝐼1

𝜕2𝑢0

𝜕𝑡2 = 0 

باعث ایجاد کوپلینگ در معادلات و وابستگی بین تغییر  𝐴16، سفتی  هاهیلا، در حالت آرایش عمودی 16با توجه به معادلات 

 . شودیمتیر  یاصفحه شکل داخل و خارج 

 حل معادلات- 4-2

به دست آمد، توضیح    ها هیلا که به ترتیب برای آرایش افقی و عمودی    16و  12در این قسمت در مورد روش حل معادلات  

.  شودیماستفاده    هاآن دستگاه معادلات حاصل، بدون جداسازی    زمانهمدر این مقاله از یک روش تحلیلی برای حل    . شودیمداده  

گیری یا تبدیل متغیرها،  ، مشتق با استفاده از ترکیبی از عملیات جبریمعمولاً باید    معادلات،   جداسازی  ی برنمبت  یهاروش در  

تبدیل شود. این فرآیند مرتبه   مسئله  ی رهایمتغتنها یکی از    برحسبای به یک معادله مستقل مرتبه بالاتر  دستگاه چندمعادله

کوپل شده را مخفی    مسئلهبوده و ساختار فیزیکی    اولیهاز معادلات    تردهیچیپ معادله حاصل را افزایش داده و معادله حاصل بسیار  

برخلاف دستگاه معادلات اولیه که ضرایب معادلات دارای مفهوم فیزیکی هستند، در معادله جداسازی شده، این    درواقع.  کند یم

داشتن ساختار ریاضی مسئله، امکان اعمال  تر نگهعلاوه بر ساده  بنابراین روش ارائه شده،   ضرایب، مفهوم فیزیکی خاصی ندارند.

نظام با ساختارهای  مستقیم و  تیرهای کامپوزیتی  رفتار  برای بررسی  ارائه یک چارچوب تحلیلی یکپارچه  مند شرایط مرزی و 

با استفاده از روش جداسازی متغیرها،    . برای حل این معادلات،باشد یممشابه    هردو حالتروند حل برای    .سازدمختلف را فراهم می

 :شودیممکانی و زمانی تفکیک   یهامؤلفه  زیر به صورتبه تیر ابتدا میدان جابجایی

(17) 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑈0(𝑥)eiωt, 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥)eiωt, 𝜙(𝑥, 𝑡) = Φ(𝑥)eiωt 
 : ند یآیممعادلات زیر به دست ،  یسازسادهپس از و   12 معادلات با جایگذاری حل فوق در 

(18 ) 

𝐴11

𝑑2𝑈0

𝑑𝑥2 + 𝐵11

𝑑2Φ

𝜕𝑥2 + 𝜌𝐴𝜔2𝑈0 = 0 

𝐴55 (
𝑑2𝑊

𝑑𝑥2 +
𝑑Φ

𝑑𝑥
) + 𝜌𝐴𝜔2𝑊 = 0 

𝐵11

𝑑2𝑈0

𝑑𝑥2 + 𝐷11

𝑑2Φ

𝜕𝑥2 − 𝐴55 (
𝑑𝑊

𝑑𝑥
+ Φ) + 𝜌𝐼2𝜔2Φ = 0 

چینی  با لایه  ه یچندلا  هستند که رفتار ارتعاشی تیرهای کامپوزیتی  کوپل شدهیک دستگاه معادلات دیفرانسیل  بیانگر    18  روابط

متغیره مرتبه  معادلات از یکدیگر حل کرد تا یک معادله تک    1یجداسازتوان ابتدا با  را می  کنند. این دستگاهتوصیف می  راعمومی  

معادلات  جداسازی که نیازی به ارائه شده است  به دست آید. اما در اینجا یک روش حل مستقیم 𝑊 یا و  𝑈0 ،Φ برحسب  بالاتر 

 : دنشوزیر در نظر گرفته می صورتبه میدان جابجایی  یها مؤلفهندارد. بدین منظور، ابتدا 

(19 ) 𝑊(𝑥) = 𝑎1𝑒𝜆𝑥, Φ(𝑥) = 𝑏1𝑒𝜆𝑥, 𝑈0(𝑥) = 𝑐1𝑒𝜆𝑥 
 : دیآیم زیر به دست فرم ماتریسی دستگاه معادلاتی به ، یسازسادهو پس از  18 روابط جایگذاری این جواب دراکنون با 

(20 ) [

0 𝐵11𝜆2 𝐴𝜌𝜔2 + 𝐴11𝜆2

𝐴𝜌𝜔2 + 𝐴55𝜆2 𝐴55𝜆 0

−𝐴55𝜆 𝜌𝐼2𝜔2 + 𝐷11𝜆2 − 𝐴55 𝐵11𝜆2

] [

𝑎1

𝑏1

𝑐1

] = [0] 

برای وجود جواب  ، یک دستگاه همگن بوده و بنابراین  20، دستگاه معادلات حاصل در رابطه  شودیمکه مشاهده    طورهمان

معادله مشخصه مسئله . با مساوی صفر قرار دادن این دترمینان،  صفر باشدبرابر با  باید  ضرایب  ، دترمینان ماتریس  ی هیبد  ریغ 

 : دیآیم به دستبه شکل زیر  λ برحسب ششدرجه   یاچندجمله یک  صورتبه

 
1 Decoupling 
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(21 ) |𝑑𝑖𝑗| = 0 → 𝑝6𝜆6 + 𝑝4𝜆4 + 𝑝2𝜆2 + 𝑝0 = 0 
فرکانس  نیز    و   ریتمقادیر سفتی  از    ده یچیپ   یتابع   𝑝𝑖بوده و ضرایب    20دترمینان ماتریس ضرایب رابطه    |𝑑𝑖𝑗|  در آن  که

خواهد بود.    𝜔از    ی تابع  صورتبه  شهیر  شش  یمعادله دارا  ن ی. اکه به دلیل طولانی بودن آورده نشده است  باشندیم   𝜔  یعیطب

کار،    نیانجام ا  یهستند. برا  محاسبهقابلو    نبوده  گریکدیمستقل از    20  یسیدر معادله ماتر  𝑐1و    𝑎1  ،𝑏1  بیضرااز سوی دیگر،  

  مانده یباق  بیمحاسبه ضرا  یبرا  20را مستقل در نظر گرفت و از هر دو معادله از سه معادله موجود در    بیضرا  نیاز ا  ی کی  توانیم

 و   𝑏1  ضرایب محاسبه یبرا  20 رابطهو از دو معادله اول  گرفتهرا مستقل در نظر  𝑎1  ضریب  توانیم  ،مثالعنوان بهاستفاده کرد. 

𝑐1 کرد: استفاده  ریجواب دستگاه ز عنوانبه 

(22 ) [
𝑑12 𝑑13

𝑑22 𝑑23
] [

𝑏1

𝑐1
] = −𝑎1 [

𝑑11

𝑑21
] 

  توانیمرا    19رابطه    گرفته شده در  در نظر، حل  باشد یم ریشه    6در حالت کلی دارای    21با توجه به اینکه معادله مشخصه  

 :زیر بسط داد صورتبه

(23 ) 𝑊(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑒𝜆𝑖𝑥

6

𝑖=1

,   Φ(𝑥) = ∑ 𝑏𝑖𝑒𝜆𝑖𝑥,   𝑈0(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝑒
𝜆𝑖𝑥

6

𝑖=1

6

𝑖=1

 

 𝑎𝑖از  تابعی    صورت به   22رابطه  از   𝑐𝑖 و 𝑏𝑖 ، ضرایب𝜆𝑖هر مقدار  و برای    بوده  21معادله مشخصه    یهاشهیر ها𝜆𝑖 که در آن

شکل مد مربوطه را تعریف    درواقعکه    𝑐iو    𝑎i  ،𝑏i  بیضراهمچنین  و      𝜔مرزی، مقدار  با اعمال شرایط    تیدرنها.  شوندیممحاسبه  

آزاد مورد بررسی -در دو طرف و گیردار  رداریگدر این مقاله سه نوع شرط مرزی مفصلی در دو طرف،   .گردند یم، محاسبه  کنندیم

 : باشدیمزیر  صورتبهقرار گرفته است. شرایط مرزی مربوط به این سه حالت 

𝑥مفصل:  -مفصل = (0, 𝐿): 𝑈0 = 𝑊 = 0;   𝑥 = (0, 𝐿): 𝑀𝑥 = 0 

𝑥گیردار: -گیردار = (0, 𝐿): 𝑈0 = W = Φ = 0 

𝑥آزاد: -گیردار = 0: 𝑈0 = W = Φ = 0;   𝑥 = 𝐿: 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥 = 𝑄𝑥𝑧 = 0 

در حالت تحلیل میدان جابجایی نوشته شوند.    برحسبهای تنش باید  برای اعمال شرایط مرزی نیرویی، ابتدا مقادیر منتجه 

شود، با اعمال شرایط مرزی، یک دستگاه معادلات جبری همگن هیچ بار خارجی بر تیر اعمال نمی   با توجه به آنکهارتعاشی،  

[𝐶][𝐵] صورتبه = [𝐶] آید، که در آنبه دست می 0 = [𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎6 ]𝑇 ماتریس ضرایب است که  [𝐵] و  مسئلهثوابت  بردار     

صفر قرار داده برابر با  باید   [𝐵] ، دترمینان ماتریسیهیبد  ریغ های آن به شرایط مرزی تیر وابسته هستند. برای وجود جواب  مؤلفه 

  آن،  ی هاشهیر. با حل این معادله و یافتن  شودیک معادله ویژه با تعداد نامتناهی ریشه میتشکیل  شود که این امر منجر به  

[𝐶][𝐵] ه همگن  و جایگذاری مجدد آن در معادل 𝜔𝑖مقادیر   گردند. پس از محاسبهمحاسبه می های طبیعی تیرفرکانس = 0  ،

که شامل    2مقدار ویژه  مسئلهام تیر است. توضیح اینکه حل این    𝑖بیانگر شکل مد  آید که  به دست می 𝜔𝑖متناظر با     بردار ویژه

،  پژوهشدر این  ، بسیار پیچیده بوده و  باشد یممعادله مشخصه و سپس یافتن بردار ویژه متناظر با هر ریشه    یهاشه یرمحاسبه  

 تحلیلی و سیمبلیک محاسبات    انجام  برای  Maple  افزارنرمو    ی ابیشهیرهای متلب برای انجام محاسبات عددی و  افزارنرمترکیب  از  

و پس   18در معادلات  19نیز، با جایگذاری حل در نظر گرفته شده در رابطه  هاهیلاآرایش عمودی  در حالت. استفاده شده است

 : د یآیم، دستگاه معادلات زیر به دست یسازسادهاز 

(24 ) 𝐴11

𝑑2𝑈0

𝑑𝑥2 + 𝐴163 + 𝜌𝐼2𝜔2Φ = 0 

 به فرمت ماتریسی زیر نوشت: توانیمرا  24معادلات 

(25 ) [

𝐴16𝜆2 𝐴16𝜆 𝜌𝐴𝜔2 + 𝐴11𝜆2

𝜌𝐴𝜔2 + 𝐴66𝑘𝑠𝜆2 𝑘𝑠𝐴66𝜆 𝑘𝑠𝐴16𝜆2

−𝑘𝑠𝐴66𝜆 𝜌𝐼2𝜔2 + 𝐷11𝜆2 − 𝑘𝑠𝐴66 −𝑘𝑠𝐴16𝜆

] [

𝑎1

𝑏1

𝑐1

] = [0] 

 
2 Eigenvalue problem 
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از روندی مشابه آنچه در قسمت قبل توضیح داده شد، مقادیر   طبیعی مربوط به این حالت نیز   یهافرکانساکنون با استفاده 

 . باشدیم محاسبهقابل

 نتایج -3

برای دو آرایش افقی و عمودی که    تیرهای کامپوزیتی  طبیعی اصلی  عددی مربوط به محاسبه فرکانس   نتایجدر این بخش،  

  گیرد. های متقارن و نامتقارن مختلف ارائه و مورد بحث قرار میچینیلایه  در قسمت قبل توضیح داده شد، و در هر آرایش برای

 اعتبارسنجی   برای  ماده   نوع  دو.  شود  داده  نشان  شدهارائه   حلراه  اعتبار  و   دقت  تا  شودمی  انجام  اعتبارسنجییک مطالعه    در ابتدا

 :شودمی گرفته نظر در زیر  صورتبه بر اساس مقالات مختلف

Material I [24]: 𝐸1 = 181 𝐺𝑝𝑎, 𝐸2 =
𝐸1

40
, 𝐺12 = 𝐺13 = 0.6𝐸2, 𝐺23 = 0.5𝐸2, 𝜈12 = 0.25 

Material II [24]: 𝐸1 = 144.9 𝐺𝑝𝑎, 𝐸2 = 9.65 𝐺𝑝𝑎, 𝐺12 = 𝐺13 = 4.14 𝐺𝑝𝑎, 

 𝐺23 = 3.45 𝐺𝑝𝑎, 𝜈12 = 0.3, 𝜌 = 1389 𝑘𝑔/𝑚3 

 :شوندبعد( میسازی )بیزیر نرمال صورتبهطبیعی اصلی  برای سهولت، فرکانس

𝜔̅ =
𝜔𝐿2

ℎ
√

𝜌

𝐸2
  for material I and  𝜔̅ =

𝜔𝐿2

ℎ
√

𝜌

𝐸1
 for material II 

که توضیح داده شد، آرایش عمودی در مقالات    طورهمان  چراکهاین مطالعه صحت سنجی برای آرایش افقی انجام شده است،  

ثابت و به ترتیب برابر با    تیردر تمام موارد، ضخامت و عرض  مورد بررسی قرار نگرفته است و نتایجی در این زمینه یافت نشد.  

ℎ = 200 𝑚𝑚    و𝑏 = 50 𝑚𝑚  نظر فرکانس    در  است.  اصلی گرفته شده  با لایه  طبیعی  متقاطعتیرهای کامپوزیتی  و   3چینی 

مقایسه    مرتبه بالاتر  یهای تئوربر اساس    با مطالعات پیشین  2و    1با سه نوع شرایط مرزی متفاوت، به ترتیب در جداول   4دارزاویه 

که در  𝐿/ℎ   مختلف  های نسبت  برای  [°0/90]  نامتقارن  و  [0/°0/90]  تیرهای متقارن  طبیعی  فرکانس   ، 1  در جدول شده است.  

  که یدرحال  تیموشنکو محاسبه شده است، با نتایج دیگر مقایسه شده است،و تئوری   برنولی-بر اساس تئوری تیر اویلر  این مقاله

ارائه شده  با زوایای الیاف مختلف، اعتبارسنجی شده است. نتایج   [𝜃] دارچینی زاویهلایه با لایهفرکانس تیرهای تک  ، 2در جدول  

و تیر تیموشنکو  تئوری   بر  حل ارائه شده مبتنیبین   خوب  اریبستطابق  دهنده  نشاناین جداول و مقایسه آن با نتایج موجود،    در

پیشین است. همان  برنولی-اویلر بر اساس تئوریشده  محاسبهاصلی    شود، فرکانسمشاهده می  1طور که در جدول  مطالعات 

از نسبت به دلیل   𝐿/ℎ مستقل  اثر تغییرشکل برشی  کردن  نظرصرفاست و  تئوری  از  این  برای تیرهای ضخیمدر  تر خطای ، 

همچنین اختلاف کمی بین نتایج حاصل از تئوری   یابد.خطا کاهش میاین  ،  𝐿/ℎ دارد، اما برای مقادیر بالاتر  وجود  یتوجهقابل

  𝐿/ℎ) با نسبت کم    ضخیم ی رهایتمرتبه بالا وجود دارد، البته این اختلاف برای تیر دو سرگیردار و برای    یهایتئورو  تیموشنکو  

، فرکانس مدهای مختلف یک  4و    3بررسی و صحت سنجی مدهای ارتعاشی بالاتر، در جداول    منظوربه در ادامه    (، بیشتر است.

برای مقادیر    [𝜃/0]فرکانس اول یک تیر دوسرگیردار با لایه چینی    4تیر دوسرگیردار با نتایج مراجع دیگر مقایسه شده است.  

مد اول تیر دوسرگیردار برای    5مقادیر فرکانس طبیعی    4مقایسه شده است. همچنین در جدول    3مختلف زاویه الیاف، در جدول  

  آمدهدستبهتطابق مناسب مقادیر    دهندهنشاندو نوع لایه چینی مورد مقایسه قرار گرفته است. نتایج ارائه شده در این جداول نیز  

  ر ی تأث  توانیمدرجه، اختلاف بین نتایج کمی بیشتر است که دلیل آن را    60تا    30. البته برای زوایای الیاف بین حدود  باشدیم

 در این زوایا دانست. یاصفحه و خارج  یاصفحه داخل  یهاییجابجابیشتر کوپلینگ بین 

 

 

 
3 Cross-ply 
4 Angle-ply 
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 (.Iکامپوزیتی با لایه چینی متقاعع )ماده  یرهایت  (𝝎̅) بعدیبمقایسه فرکانب ع یعی اساسی  1جدول 

 Lay-up Method 
𝐿/ℎ 

5 10 20 30 50 

S-S 

[0/90°/0] 

Present (EBT) 7103 /17  7097 /17  7103 /17  7103 /17  7103 /17  

Present (TBT) 2062 /9  6749 /13  3566 /16  0601 /17  4675 /17  

Nguyen et al. [24] 208 /9  614 /13  338 /16  055 /17  762 /17  

Vo and Thai [26] 206 /9  607 /13  327 /16  - 449 /17  

[0/90°] 

Present (EBT) 4007 /7  4617 /7  4771 /7  4799 /7  4814 /7  

Present (TBT) 0451 /6  ۷/۰۲۰۳ 3583 /7  4338 /7  4646 /7  

Nguyen et al. [24] 128 /6  945 /6  219 /7  274 /7  302 /7  

Vo and Thai [26] 058 /6  909 /6  204 /7  - 296 /7  

C-F 

[0/90°/0] 

Present (EBT) 2520 /6  2948 /6  3056 /6  3076 /6  3086 /6  

Present (TBT) 1349 /4  4799 /5  0728 /6  1981 /6  2684 /6  

Nguyen et al. [24] 234 /4  498 /5  070 /6  198 /6  267 /6  

Aydogdu [30] 234 /4  - 070 /6  - - 

[0/90°] 

Present (EBT) 6279 /2  6560 /2  6631 /2  6644 /2  6651 /2  

Present (TBT) 3881 /2  5876 /2  6475 /2  6574 /2  6626 /2  

Nguyen et al. [24] 383 /2  543 /2  591 /2  600 /2  605 /2  

Aydogdu [30] 384 /2  - 590 /2  - - 

C-C 

[0/90°/0] 

Present (EBT) 1464 /40  1469 /40  1472 /40  1472 /40  1472 /40  

Present (TBT) 4318 /10  0550 /19  4774 /29  2093 /34  6779 /37  

Nguyen et al. [24] 607 /11  728 /19  695 /29  268 /34  679 /37  

Aydogdu [30] 637 /11  - 926 /29  - - 

[0/90°] 

Present (EBT) 7312 /16  9030 /16  9468 /16  3548 /16  9589 /16  

Present (TBT) 0095 /9  2538 /13  7361 /15  3566 /16  7611 /16  

Nguyen et al. [24] 027 /10  670 /13  661 /15  154 /16  429 /16  

Aydogdu [30] 102 /10  - 688 /15  - - 

 

𝑳/𝒉و   IIتیر های کامپوزیتی با لایه چینی زاویه دار )ماده   (𝝎̅)مقایسه فرکانب ع یعی اساسی بی بعد  2جدول   = 𝟏𝟓.) 

BC Theory 
Fiber Angle 

0 15 30 45 60 75 90 

S-S 

Present (EBT) 1875 /3  9822 /2  4243 /2  6753 /1  9739 /0  5972 /0  5499 /0  

Present (TBT) 6578 /2  5129 /2  1088 /2  5505 /1  0460 /1  8194 /0  7980 /0  

Nguyen et al. [24] 6563 /2  5108 /2  1033 /2  5367 /1  0121 /1  7608 /0  7317 /0  

Vo and Thai [26] 6494 /2  4039 /2  5540 /1  9078 /0  9078 /0  7247 /0  7295 /0  

C-F 

Present (EBT) 1344 /1  0613 /1  8628 /0  5962 /0  3466 /0  2125 /0  1957 /0  

Present (TBT) 9826 /0  9257 /0  7698 /0  5605 /0  3754 /0  2935 /0  2855 /0  

Nguyen et al. [24] 9832 /0  9259 /0  7683 /0  5553 /0  3631 /0  2722 /0  2618 /0  

Vo and Thai [26] 9801 /0  8836 /0  5614 /0  3253 /0  2634 /0  2593 /0  2611 /0  

C-C 

Present (EBT) 2257 /7  7605 /6  4954 /5  7978 /3  2076 /2  3537 /1  2465 /1  

Present (TBT) 8512 /4  6662 /4  1066 /4  2077 /3  2648 /2  8021 /1  7581 /1  

Nguyen et al. [24] 9116 /4  7173 /4  1307 /4  1973 /3  2019 /2  6825 /1  6205 /1  

Vo and Thai [26] 8969 /4  5695 /4  2355 /3  9918 /1  6309 /1  6056 /1  6152 /1  
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 و شرایط مرزی دوسرگیردار. [𝜽/𝟎]مقایسه فرکانب ع یعی مدهای مختلف تیر با لایه چینی  3جدول 

 روش حل شماره مد
 زاویه الیاف 

0 15 30 45 60 75 90 

1 
Present 851 /4  757 /4  456 /4  911 /3  267 /2  945 /2  913 /2  

Ref. [26] 897 /4  730 /4  957 /3  108 /3  859 /2  840 /2  846 /2  

2 
Present 828 /10  676 /10  179 /10  232 /9  008 /8  343 /7  273 /7  

Ref. [26] 493 /11  192 /11  744 /9  967 /7  400 /7  351 /7  361 /7  

3 
Present 821 /17  618 /17  953 /16  673 /15  951 /13  964 /12  854 /12  

Ref. [26] 400 /18  015 /18  218 /16  886 /13  071 /13  984 /12  992 /12  

4 
Present 221 /25  981 /24  197 /24  674 /22  563 /20  306 /19  158 /19  

Ref. [26] 448 /26  988 /25  893 /23  042 /21  975 /19  841 /19  844 /19  
 

 مقایسه فرکانب ع یعی مدهای مختلف تیر دوسرگیردار برای لایه چینی های مختلف.  4جدول 

 روش حل لایه چینی
 شماره مد

1 2 3 4 5 

[0/90/0/90] 
Present 740 /3  882 /8  135 /15  952 /21  080 /29  

Ref. [17] 736 /3  187 /9  102 /15  190 /22  002 /29  

[0/45/0/45] 
Present 159 /4  663 /9  246 /16  342 /23  700 /30  

Ref. [17] 865 /3  479 /9  540 /15  802 /22  773 /29  

  4  یهاشکلکامپوزیتی با آرایش افقی و عمودی که هدف اصلی این مقاله است، در    یرهایترفتار ارتعاشی    مقایسه  منظوربه

  ، فرکانس طبیعی اصلی برای این دو آرایش و برای لایه چینی و شرایط مرزی مختلف محاسبه و با یکدیگر مقایسه شده است.6تا  

 است:  آمدهدستبهتوضیح اینکه این نتایج برای کامپوزیت گرافیت/اپوکسی با مشخصات زیر 

Graphite/Epoxy: 𝐸1 = 181 𝐺𝑝𝑎, 𝐸2 = 10.3 𝐺𝑝𝑎, 𝐺12 = 𝐺13 = 7.17 𝐺𝑝𝑎, 

 𝐺23 = 6.21 𝐺𝑝𝑎, 𝜈12 = 0.28, 𝜈13 = 0.02, 𝜈23 = 0.4, 𝜌 = 1389 𝑘𝑔/𝑚3 

𝜔̅  صورتبهطبیعی    فرکانس همچنین   =
𝜔𝐿2

ℎ
√

𝜌

𝐸2
که فرکانس    شودیمشده است. با توجه به این نمودارها، مشاهده    بعد یب 

از تیر با آرایش افقی است و میزان این اختلاف بستگی به نوع شرایط    تربزرگطبیعی تیرکامپوزیتی با آرایش عمودی، همواره  

در  . ابد ی یممرزی تیر و نحوه لایه چینی دارد. همچنین در آرایش افقی، فرکانس طبیعی تیر همواره با افزایش زاویه الیاف کاهش 

به اینکه فرکانس   با توجهو    باشدیم(𝐸2) از مدول عرضی    تربزرگبسیار    (𝐸1)یک لایه کامپوزیتی، مقدار مدول در راستای الیاف  

در    که در تیرهای با آرایش افقی، تغییر زاویه الیاف  دهدیم، این موضوع نشان  استطبیعی متناسب با میزان سفتی یک سازه  

هدف،    کهیدرصورتو بنابراین    شودیمکاهش فرکانس طبیعی    جهیدرنتباعث کاهش سفتی کل تیر و    عین ثابت ماندن جرم تیر،

دارای زاویه الیاف    ها هیلا ، این است که تمامی  ها هیلاحالت برای آرایش افقی    نیترنهیبهدستیابی به بیشینه فرکانس طبیعی باشد،  

یابد. بخشی از انرژی ذخیره شده به جای های نرمال و برشی افزایش میدار، کوپلینگ بین کرنشهای زاویهدر لایه  صفر باشند.

  جه یدرنتمؤثر سازه و    سفتیشود. این موضوع نیز باعث کاهش  شده میهای برشی و کوپلصرف تغییرشکل   ،مقاومت در برابر خمش

  طبیعی  حساسیت فرکانسدر حالت آرایش افقی،  دهد که  نشان می  6تا    4های  شکل   بررسی  شود.کاهش فرکانس طبیعی می

است. دلیل این  [𝜃 / 90° / 0] چینیبسیار بیشتر از تیرهای با لایه [𝜃] چینینسبت به تغییر زاویه الیاف در تیرهای با لایه  اصلی

  ییهاهیلا) در امتداد طول تیر قرار دارند ها آنهایی که الیاف امر آن است که رفتار ارتعاشی تیرهای کامپوزیتی عمدتاً توسط لایه

𝜃با   = دهد. این مطلب  را کاهش می  اصلی آنفرکانس    جهیدرنت شود و هرگونه تغییر در زاویه الیاف، سفتی تیر و  تعیین می(    0

خمشی    نیز سفتی  و  خمشی-کششی  کوپل سفتی  کششی،    ضرایب سفتیتغییرات    . در این شکل شوددیده می  7در شکل    وضوحبه

های مختلف ترسیم شده است. بر اساس این  چینی برای لایه  الیافنسبت به زاویه    ها هیلاافقی    با آرایش   تیر کامپوزیتیو برشی  

شدیدتر و   [𝜃] چینیدار با لایهیابند، و این روند در تیرهای زاویهشکل، تمام ضرایب سفتی تیر با افزایش زاویه الیاف کاهش می
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-کششی سفتی کوپلمقدار  دهد که  تر است. این شکل همچنین نشان میملایم [𝜃 / 0 / 0] چینیدر تیرهای متقاطع با لایه

 .صفر است ،های متقارنچینیبرای لایه (𝐵11)مشی خ

، برای تیرهای با آرایش عمودی، امکان  گردد یمآرایش افقی که در آن تغییر زاویه الیاف همواره باعث کاهش فرکانس    برخلاف

بعضی موارد اختلاف   این فرکانس ماکزیمم در  الیاف وجود دارد و مقدار  زاویه  با تغییر  به فرکانس طبیعی ماکزیمم  دستیابی 

با حالت آرایش افقی دارد. مقدار بهینه برای زاویه الیاف در آرایش عمودی، تابعی از شرایط مرزی و نوع لایه چینی    یتوجهقابل

زاویه الیاف و مقدار فرکانس طبیعی ماکزیمم برای تیر کامپوزیتی   5این موضوع، در جدول    ترق یدق. برای بررسی  باشدیمکامپوزیت  

مختلف آورده شده است. همچنین در این جدول، مقدار ماکزیمم    یهاینیچو برای شرایط مرزی و لایه  هاهیلابا آرایش عمودی 

که بیشترین میزان این اختلاف برابر   اندشدهدرصدی با یکدیگر مقایسه  صورتبهفرکانس طبیعی برای دو آرایش افقی و عمودی 

 است.  [𝜃/−𝜃]و لایه چینی  رداریدوسرگدرصد بوده و مربوط به شرایط مرزی  26/52با 

به افزایش سفتی برشی تیر نسبت داد. در این   توانیمرا  ها هیلاعلت اصلی افزایش فرکانس طبیعی در حالت آرایش عمودی 

که این موضوع   شوندیمتوسط هر لایه تحمل    یاصفحه داخل    صورتبهبرشی    یهاتنش،  هاهیلا  یری قرارگحالت به دلیل نحوه  

نحوه   8. برای مشاهده بهتر این موضوع، در شکل شودیمتیر در مقابل برش کل مقاومت  جهیدرنتباعث مقاومت بیشتر هرلایه و  

این شکل نشان    زاویه الیاف رسم شده است.  برحسب (𝐴16)کششی  - و سفتی کوپل برشی  (𝐴66)مقادیر سفتی برشی  تغییرات  

. همچنین بر اساس این شکل، برای زاویه ابندی یمها با تغییر زاویه الیاف افزایش  ، مقادیر این سفتی 7که برخلاف شکل    دهدیم

توضیح اینکه نحوه    برابر با صفر بوده و تغییر شکل کششی و برشی وابسته نیستند.   𝐴16الیاف صفر و نود درجه، مقدار سفتی  

گفت که با توجه به یکسان بودن   توانیم ت یدرنها در این آرایش، مشابه آرایش افقی است.   𝐴11و    𝐷11تغییرات مقادیر سفتی  

که شامل سفتی کششی،    باشدیمسازه    کل   جرم در هردو آرایش افقی و عمودی، عامل تعیین کننده مقدار فرکانس طبیعی، سفتی

ها  و خمشی به هم وابسته هستند و مقادیر کلیه سفتی  کششی، در آرایش افقی، تغییر شکل  باشدیم   ینگو کوپل  ، برشیخمشی

و برشی به هم وابسته هستند که میزان سفتی   کششی . اما در آرایش عمودی، تغییر شکل  ابدییمبا افزایش زاویه الیاف کاهش  

. به همین دلیل در آرایش افقی همواره فرکانس با افزایش زاویه الیاف  ابدییمکوپلینگ با تغییر زاویه الیاف افزایش  سفتی  برشی و  

افزایش فرکانس    جهیدرنتباعث افزایش سفتی کل و    تواندیم زاویه الیاف  افزایش  در آرایش عمودی،    کهیدرحال،  ابدییم کاهش  

 شود. تیرطبیعی 

  
 [𝜽/−𝜽]ب(  [𝜽]الف( 

زاویه الیاف برای لایه   برحسببرای دو آرایش افقی و عمودی  رداریدوسرگ تغییرات فرکانب ع یعی اصلی تیر کامپوزیت  4شکل 

 مختلف. یهاینیچ
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 [𝜽/ 𝟎]ج( 

 
 [𝜽 /𝟗𝟎°/ 𝟎]د(  

زاویه الیاف برای لایه   برحسببرای دو آرایش افقی و عمودی  رداریدوسرگ تغییرات فرکانب ع یعی اصلی تیر کامپوزیت  4شکل 

 مختلف. یهاینیچ

 
 [𝜽]الف( 

 
 [𝜽/−𝜽]ب( 

 
 [𝜽/ 𝟎]ج( 

 
 [𝜽 /𝟗𝟎° /𝟎]د(  

زاویه الیاف برای لایه   برحسبتغییرات فرکانب ع یعی اصلی تیر کامپوزیت دو سر مفصل برای دو آرایش افقی و عمودی  5شکل 

 مختلف. یهاینیچ
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 [𝜃]  الف(

 
 [𝜃/−𝜃]  ب(

 
 [𝜃/ 0]  ج(

 
 [𝜃 /90° /0]  د(

زاویه الیاف برای  برحسبیکسر آزاد برای دو آرایش افقی و عمودی -تغییرات فرکانب ع یعی اصلی تیر کامپوزیت یکسر گیردار 6شکل 

 مختلف.  یهاینیچلایه 

 
 ب(

 
 الف(

 زاویه الیاف برای آرایش افقی.  برحسبتغییرات ضرایب سفتی تیر کامپوزیتی با لایه چینی مختلف  7شکل 

 



 سعید ابوالقاسمی 523

 

 4شماره  /5دوره  /1404مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

 
 د( 

 
 ج(

 .)ادامه( برای آرایش افقی زاویه الیاف برحسبتغییرات ضرایب سفتی تیر کامپوزیتی با لایه چینی مختلف  7شکل 

 
 الف(

 
 ب(

زاویه الیاف برای آرایش    برحسبکششی تیر کامپوزیتی با لایه چینی مختلف - تغییرات ضرایب سفتی برشی و کوپل برشی 8شکل 

 عمودی. 

 .هاهیلامقادیر ماکزیمم زاویه الیاف و فرکانب ع یعی در تیرهای کامپوزیتی با آرایش عمودی  5جدول 
 شرط مرزی

 لایه چینی
 دوسر مفصل  آزاد -گیردار رداریدوسرگ

اختلاف نسبی 

)%( 
𝜔̅𝑚𝑎𝑥  𝜃°𝑚𝑎𝑥 

اختلاف نسبی 

)%( 
𝜔̅𝑚𝑎𝑥  𝜃°𝑚𝑎𝑥 

اختلاف نسبی 

)%( 
𝜔̅𝑚𝑎𝑥  𝜃°𝑚𝑎𝑥 

44 /1 1183 /11  28 0 4908 /3  0 0 4267 /8  0 [𝜃] 
26 /52 6894 /16  5 /26 37 /5 6781 /3  5 /13 29 /13 5472 /9  17 [𝜃/−𝜃] 
80 /39 3220 /15  43 79 /2 5883 /3  5 /19 89 /8 1761 /9  27 [0/ 𝜃] 
44 /38 1072 /13  5 /41 81 /31 0594 /3  5 /12 34 /15 8242 /7  5 /22 [0 /𝜃 /90°] 

 یریگجه ینت-4

، مورد بررسی قرار گرفت. از  ها ه یلامقاله ارتعاشات تیرهای کامپوزیتی با در نظر گرفتن آرایش افقی و عمودی برای    نیدر ا

حل و شرایط   زمان هم  صورتبهتیر استفاده شد و با ارائه یک روش تحلیلی، معادلات حاکم    یسازمدلتئوری تیموشنکو برای  

مرزی اعمال شد. هدف اصلی این مقاله، مقایسه رفتار ارتعاشی و فرکانس طبیعی اصلی تیرهای با آرایش افقی و عمودی بود،  
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در مقالات مختلف تنها آرایش افقی مورد بررسی قرار گرفته بود. بدین منظور فرکانس طبیعی اصلی برای این دو آرایش و    چراکه

که    دهدیم نشان  آمدهدستبهمتفاوت محاسبه و با یکدیگر مقایسه شدند. نتایج  یهاینیچبرای شرایط مرزی مختلف و نیز لایه 

همواره فرکانس طبیعی تیر با آرایش عمودی، بیشتر از حالت افقی است. همچنین در آرایش افقی، فرکانس طبیعی با تغییر زاویه 

حالت   نیترنه یبهو بنابراین    باشدیمکه دلیل آن نیز کاهش ثوابت سفتی تیر با تغییر زاویه الیاف    ابدییم الیاف همواره کاهش  

دارای زاویه صفر باشند. این درحالی است که در مورد آرایش عمودی، با    ها هیلاکه همه    افتدیمبرای این آرایش، زمانی اتفاق  

تغییر زاویه الیاف می توان به فرکانس طبیعی ماکزیمم دست یافت که این موضوع از دید طراحی قابل توجه است. مقادیر ماکزیم  

حاسبه و ارائه شد. بر اساس این نتایج،  فرکانس طبیعی و نیز زاویه مربوط به آن برای شرایط مرزی و لایه چینی های مختلف م

تیر با شرایط مرزی گیردار در دوطرف دارای بیشترین فرکانس طبیعی بوده و همچنین بیشترین اختلاف بین دو آرایش برای این  

یکسر آزاد دارای کمترین -تیرهای با شرایط مرزی یکسر گیردار  کهیدرحال،  افتدیماتفاق    [𝜃/−𝜃]شرایط مرزی و لایه چینی  

 مقادیر فرکانس طبیعی هستند.
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  u  ( x , z , t ) =   u 0  ( x , t ) + z 𝜙  ( x , t )


  w  ( x , z , t ) = w ( x , t )


  w  ( x , z , t ) = w ( x , t )


    u 0


  w


  𝜙


    𝜕   N  x  𝜕 x − 𝜌 A     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


    𝜕   Q  x z  𝜕 x + 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    𝜕   Q  x z  𝜕 x + 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


      𝜕   M  x  𝜕 x −   Q  x z − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


      𝜕   M  x  𝜕 x −   Q  x z − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


  𝜌


  A


   (   N  x ,   M  x ) = b   ∫  − h / 2  h / 2    𝜎  x  ( 1 , z ) d z ,       Q  x z = b   ∫  − h / 2  h / 2    𝜏  x z d z


   (   I 1 ,   I 2 ) = b   ∫  − h / 2  h / 2   ( z ,   z 2 ) d z


     [      𝜎  x     𝜏  x z ]  k =    [        Q 11 -  0   0      Q 55 - ]  k    [      𝜖  x     𝛾  x z ]  k


  k


   [      N  x     M  x ] =  [      A 11    B 11     B 11    D 11 ]  [      𝜕   u 0  𝜕 x     𝜕 𝜙  𝜕 x ]   ,     Q  x z =   A 55   𝛾  x z


   (   A 11 ,   B 11 ,   D 11 ) = b  (   ∑  k = 1  n    ∫   h  k   h  k + 1        Q 11 -  k  ( 1 , z ,   z 2 ) d z )   ,     A 55 =   k  s b  (   ∑  k = 1  n    ∫   h  k   h  k + 1        Q 55 -  k d z )


    k  s


    A 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   B 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2   + 𝜌 A     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 + 𝜌   I 1     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


    k  s   A 55  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) − 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    k  s   A 55  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) − 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    B 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   k  s   A 55  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


    B 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   k  s   A 55  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


     [      𝜎  x     𝜏  x z ]  k =    [        Q 11 -      Q 16 -       Q 16 -      Q 66 - ]  k    [      𝜖  x     𝛾  x z ]  k


    N  x =   A 11   𝜕   u 0  𝜕 x +   A 16  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 )   ,     M  x =   D 11   𝜕 𝜙  𝜕 x   ,     Q  x z =   k  s  (   A 16   𝜕   u 0  𝜕 x +   A 66  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 ) )


   (   A 11 ,   A 16 ) =   ∑  k = 1  n    b  k   ∫  − h / 2  h / 2   (       Q 11 -  k ,       Q 16 -  k ) d z ,           D 11 =   ∑  k = 1  n    b  k   ∫  − h / 2  h / 2        Q 11 -  k   z 2 d z


    b  k


    A 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   A 16  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) − 𝜌 A     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


    k  s   A 66  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) +   k  s   A 16     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 − 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    k  s   A 66  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) +   k  s   A 16     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 − 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   k  s   A 16  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 +   𝜕   u 0  𝜕 x ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


    D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   k  s   A 16  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 +   𝜕   u 0  𝜕 x ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


    u 0  ( x , t ) =   U 0  ( x )  e  i ω t ,     w  ( x , t ) = W  ( x )  e  i ω t ,     𝜙  ( x , t ) = Φ ( x )  e  i ω t


  W  ( x ) =   a 1   e  𝜆 x ,     Φ  ( x ) =   b 1   e  𝜆 x ,       U 0  ( x ) =   c 1   e  𝜆 x


   [    0    B 11   𝜆 2  A 𝜌   𝜔 2 +   A 11   𝜆 2   A   𝜌 𝜔 2 +   A 55   k  s   𝜆 2      k  s A 55 𝜆  0   −     k  s A 55 𝜆  𝜌   I 2   𝜔 2 +   D 11   𝜆 2 −   k  s   A 55    B 11   𝜆 2 ]  [      a 1     b 1     c 1 ] = [ 0 ]


   [      A 16   𝜆 2    A 16 𝜆  𝜌 A   𝜔 2 +   A 11   𝜆 2   𝜌 A   𝜔 2 +   A 66   k  s   𝜆 2      k  s A 66 𝜆    k  s   A 16   𝜆 2   −     k  s A 66 𝜆  𝜌   I 2   𝜔 2 +   D 11   𝜆 2 −   k  s   A 66  −   k  s   A 16 𝜆 ]  [      a 1     b 1     c 1 ] = [ 0 ]


  𝜆


   |   d  i j | = 0 →   p 6   𝜆 6 +   p 4   𝜆 4 +   p 2   𝜆 2 +   p 0 = 0


  W  ( x ) =   ∑  i = 1 6    a  i   e    𝜆  i x ,       Φ  ( x ) =   ∑  i = 1 6    b  i   e    𝜆  i x ,         U 0  ( x ) =   ∑  i = 1 6    c  i   e    𝜆  i x
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   (   𝜙  y )


    𝜙  y =   𝜑  y −   𝛾  x y
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    𝛾  x y


    𝛾  x y  


    𝛾  x y


    z


    𝛾  x y = f ( z )


  ( L / h )


  u  ( x , z , t ) =   u 0  ( x , t ) + z 𝜙  ( x , t )


  w  ( x , z , t ) = w ( x , t )


  w  ( x , z , t ) = w ( x , t )


      u 0


  w


  𝜓


    𝜖  x =   𝜕   u 0  𝜕 x + z   𝜕 𝜙  𝜕 x


    𝛾  x z = 𝜙 +   𝜕 w  𝜕 x


    𝛾  x z = 𝜙 +   𝜕 w  𝜕 x


    𝜕   N  x  𝜕 x − 𝜌 A     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


    𝜕   Q  x z  𝜕 x + 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    𝜕   Q  x z  𝜕 x + 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


      𝜕   M  x  𝜕 x −   Q  x z − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


      𝜕   M  x  𝜕 x −   Q  x z − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


  𝜌


  A


   (   N  x ,   M  x ) = b   ∫  − h / 2  h / 2    𝜎  x  ( 1 , z ) d z ,       Q  x z = b   ∫  − h / 2  h / 2    𝜏  x z d z


   (   I 1 ,   I 2 ) = b   ∫  − h / 2  h / 2   ( z ,   z 2 ) d z


  ( 1 − 2 − 3 )


  ( x − y − z )


  [   Q  i j ]


   [   Q - ] =    [ T ]  − 1  [ Q ] [ T ]


  [ T ]


  𝜃


    𝜎  x


    𝜎  x z


     [      𝜎  x     𝜏  x z ]  k =    [        Q 11 -  0   0      Q 55 - ]  k    [      𝜖  x     𝛾  x z ]  k


  k


   [      N  x     M  x ] =  [      A 11    B 11     B 11    D 11 ]  [      𝜕   u 0  𝜕 x     𝜕 𝜙  𝜕 x ]   ,     Q  x z =   A 55   𝛾  x z


   (   A 11 ,   B 11 ,   D 11 ) = b  (   ∑  k = 1  n    ∫   h  k   h  k + 1        Q 11 -  k  ( 1 , z ,   z 2 ) d z )   ,     A 55 =   k  s b  (   ∑  k = 1  n    ∫   h  k   h  k + 1        Q 55 -  k d z )


    k  s


    A 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   B 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2   + 𝜌 A     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 + 𝜌   I 1     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


    A 55  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) − 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    A 55  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) − 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    B 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   A 55  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


    B 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   A 55  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


    I 1


    I 1


    B 11


    B 11


    𝜏  x z


    𝜏  x y


  k


     [      𝜎  x     𝜏  x z ]  k =    [        Q 11 -      Q 16 -       Q 16 -      Q 66 - ]  k    [      𝜖  x     𝛾  x z ]  k


    N  x =   A 11   𝜕   u 0  𝜕 x +   A 16  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 )   ,     M  x =   D 11   𝜕 𝜙  𝜕 x   ,     Q  x z =   k  s  (   A 16   𝜕   u 0  𝜕 x +   A 66  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 ) )


   (   A 11 ,   A 16 ) =   ∑  k = 1  n    b  k   ∫  − h / 2  h / 2   (       Q 11 -  k ,       Q 16 -  k ) d z ,           D 11 =   ∑  k = 1  n    b  k   ∫  − h / 2  h / 2        Q 11 -  k   z 2 d z ,     A 66 =   ∑  k = 1  n    b  k   ∫  − h / 2  h / 2        Q 66 -  k d z ,    


    b  k


  k


    A 11     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 +   A 16  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) − 𝜌 A     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 = 0


    k  s   A 66  (     𝜕 2 w  𝜕   x 2 +   𝜕 𝜙  𝜕 x ) +   k  s   A 16     𝜕 2   u 0  𝜕   x 2 − 𝜌 A     𝜕 2 w  𝜕   t 2 = 0


    D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   k  s   A 16  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 +   𝜕   u 0  𝜕 x ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


    D 11     𝜕 2 𝜙  𝜕   x 2 −   k  s   A 16  (   𝜕 w  𝜕 x + 𝜙 +   𝜕   u 0  𝜕 x ) − 𝜌   I 2     𝜕 2 𝜙  𝜕   t 2 − 𝜌   I 1     𝜕 2   u 0  𝜕   t 2 = 0


    A 16


    u 0  ( x , t ) =   U 0  ( x )  e  i ω t ,     w  ( x , t ) = W  ( x )  e  i ω t ,     𝜙  ( x , t ) = Φ ( x )  e  i ω t


    A 11     d 2   U 0  d   x 2 +   B 11     d 2 Φ  𝜕   x 2 + 𝜌 A   𝜔 2   U 0 = 0


    A 55  (     d 2 W  d   x 2 +   d Φ  d x ) + 𝜌 A   𝜔 2 W = 0


    A 55  (     d 2 W  d   x 2 +   d Φ  d x ) + 𝜌 A   𝜔 2 W = 0


    B 11     d 2   U 0  d   x 2 +   D 11     d 2 Φ  𝜕   x 2 −   A 55  (   d W  d x + Φ ) +   𝜌   I 2 𝜔 2 Φ = 0


    B 11     d 2   U 0  d   x 2 +   D 11     d 2 Φ  𝜕   x 2 −   A 55  (   d W  d x + Φ ) +   𝜌   I 2 𝜔 2 Φ = 0


    U 0


  Φ


  W


  W  ( x ) =   a 1   e  𝜆 x ,     Φ  ( x ) =   b 1   e  𝜆 x ,       U 0  ( x ) =   c 1   e  𝜆 x


   [    0    B 11   𝜆 2  A 𝜌   𝜔 2 +   A 11   𝜆 2   A   𝜌 𝜔 2 +   A 55   𝜆 2    A 55 𝜆  0   −   A 55 𝜆  𝜌   I 2   𝜔 2 +   D 11   𝜆 2 −   A 55    B 11   𝜆 2 ]  [      a 1     b 1     c 1 ] = [ 0 ]


   |   d  i j | = 0 →   p 6   𝜆 6 +   p 4   𝜆 4 +   p 2   𝜆 2 +   p 0 = 0


   |   d  i j |  


    p  i


  𝜔


  𝜔


    a 1


    b 1


    c 1


    a 1


    b 1


    c 1


   [      d 12    d 13     d 22    d 23 ]  [      b 1     c 1 ] =   − a 1  [      d 11     d 21 ]


  W  ( x ) =   ∑  i = 1 6    a  i   e    𝜆  i x ,       Φ  ( x ) =   ∑  i = 1 6    b  i   e    𝜆  i x ,         U 0  ( x ) =   ∑  i = 1 6    c  i   e    𝜆  i x


    𝜆  i


    𝜆  i


    b  i


    c  i


    a  i


  𝜔  


    a i


    b i


    c i


  x =  ( 0 , L ) :   U 0 = W = 0 ;     x =  ( 0 , L ) :   M  x = 0


  x =  ( 0 , L ) :   U 0 = W = Φ = 0


  x = 0 :   U 0 = W = Φ = 0 ;     x = L :   N  x =   M  x =   Q  x z = 0


  [ B ] [ C ] = 0


  [ C ] =    [   a 1 ,   a 2 , … ,   a 6   ]  T


  [ B ]


  [ B ]


    𝜔  i


  [ B ] [ C ] = 0


    𝜔  i


  i


    A 11     d 2   U 0  d   x 2 +   A 16 3 +   𝜌   I 2 𝜔 2 Φ = 0


   [      A 16   𝜆 2    A 16 𝜆  𝜌 A   𝜔 2 +   A 11   𝜆 2   𝜌 A   𝜔 2 +   A 66   k  s   𝜆 2      k  s A 66 𝜆    k  s   A 16   𝜆 2   −     k  s A 66 𝜆  𝜌   I 2   𝜔 2 +   D 11   𝜆 2 −   k  s   A 66  −   k  s   A 16 𝜆 ]  [      a 1     b 1     c 1 ] = [ 0 ]


    E 1 = 181   G p a ,       E 2 =     E 1 40 ,       G 12 =   G 13 = 0 . 6   E 2 ,       G 23 = 0 . 5   E 2 ,     𝜈 12 = 0 . 25


    E 1 = 144 . 9   G p a ,     E 2 = 9 . 65   G p a ,     G 12 =   G 13 = 4 . 14   G p a ,


      G 23 = 3 . 45   G p a ,     𝜈 12 = 0 . 3 ,   𝜌 = 1389   k g /   m 3


    𝜔 - =   𝜔   L 2 h    𝜌    E 2


    𝜔 - =   𝜔   L 2 h    𝜌    E 1


  h = 200   m m


  b = 50   m m


  [ 0 / 90 ° / 0 ]


  [ 0 / 90 ° ]


  L / h


  [ 𝜃 ]  


  L / h


  L / h


  L / h


  [ 0 / 𝜃 ]


    𝝎 -


  L / h


  [ 0 / 90 ° / 0 ]


  [ 0 / 90 ° ]


  [ 0 / 90 ° / 0 ]


  [ 0 / 90 ° ]


  [ 0 / 90 ° / 0 ]


  [ 0 / 90 ° ]


    𝝎 -


  𝑳 / 𝒉 = 𝟏 𝟓


  [ 𝟎 / 𝜽 ]


  [ 0 / 90 / 0 / 90 ]


    E 1 = 181   G p a ,     E 2 = 10 . 3   G p a ,     G 12 =   G 13 = 7 . 17   G p a ,


      G 23 = 6 . 21   G p a ,     𝜈 12 = 0 . 28 ,     𝜈 13 = 0 . 02 ,     𝜈 23 = 0 . 4 ,   𝜌 = 1389   k g /   m 3


    𝜔 - =   𝜔   L 2 h    𝜌    E 2


  (   E 1 )


   (   E 2 )


  [ 𝜃 ]  


  [ 0   /   𝜃   /   90 ° ]


  𝜃 = 0


  [ 𝜃 ]


  [ 0   /   𝜃   /   0 ]


  (   B 11 )


  [ 𝜃 / − 𝜃 ]


  (   A 66 )


  (   A 16 )


    A 16


    D 11


    A 11


  [ 𝜽 ]


  [ 𝜽 / − 𝜽 ]


  [ 𝟎   / 𝜽 ]


  [ 𝟎   / 𝜽   / 𝟗 𝟎 ° ]


  [ 𝜽 ]


  [ 𝜽 / − 𝜽 ]


  [ 𝟎   / 𝜽 ]


  [ 𝟎 /   𝜽   / 𝟗 𝟎 ° ]


  [ 𝜃 ]


  [ 𝜃 / − 𝜃 ]


  [ 0   / 𝜃 ]


  [ 0 /   𝜃   / 90 ° ]


      𝜔 -  m a x


    𝜃 °  m a x


      𝜔 -  m a x


    𝜃 °  m a x


      𝜔 -  m a x


    𝜃 °  m a x


  [ 𝜃 ]


  [ 𝜃 / − 𝜃 ]


  [ 0 /   𝜃 ]


  [ 0   / 𝜃   / 90 ° ]


  [ 𝜃 / − 𝜃 ]

