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This paper investigates the effect of aerodynamic damping on the flutter threshold of a rectangular 

aluminum sheet in supersonic flow. Using matrix form of DQM and the first-order piston theory, 

this paper increses the accuracy and speed of the solution. Using the difference of squares method 

(DQM), two different scenarios of the first-order piston theory are analyzed: a simplified case 

without damping and a full case with damping. The results show that the flutter threshold occurs at 

Mach 3.395 in both cases, indicating that aerodynamic damping has no effect on the flutter 

velocity. This finding is confirmed by parametric sensitivity analysis. Accordingly, the simplified 

formulation of the piston theory is proposed as a computational basis for future studies. This 

method has computational advantages such as reduced computational time and is suitable for 

practical applications in the design of aerospace panels. 

Extended Abstract 

 Introduction 1.

he Flutter is a combination of the interaction of aerodynamic forces, elastic forces, and inertial forces that can lead to 

the failure of structures such as aircraft wings. If this phenomenon is not analyzed carefully, aerial structures, which 

are usually lighter in weight, may become unstable and collapse. For this reason, flutter analysis is of particular 

importance in the design and engineering of these structures. Flutter is classified into two general types: first, flutter 

caused by the coupling of the natural frequency of the structure with frequencies caused by the airflow (such as 

resonance), and second, flutter caused by the coupling of structural frequencies. The second case occurs when structural 

frequencies under the influence of aerodynamic forces become so close to each other that they couple together at a 

certain speed of the airflow, resulting in unstable behavior of the structure. For example, in aircraft wings, bending and 

torsional frequencies can interact simultaneously, leading to flutter. 

 Mathematical Formulation 2.

The equation of motion of the sheet and its boundary conditions are extracted from reference [18] based on the use of 

Kirchhoff sheet assumptions and neutral wire assumptions and are written as follows: 

T 
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Figure 1:View of a rectangular sheet in a supersonic air flow. 

In a freely supported edge (Free or F), the shear force and bending moment at the plate boundary points are zero, in a simply 

supported edge (Simple or S), the plate deflection and bending moment at the plate boundary points are zero, and in a rigidly 

supported edge (Simple or C), the plate deflection and slope at the plate boundary points are zero. These conditions are 

written as: 
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Piston theory, also known as linear potential flow theory, is a fundamental framework in aerodynamics that models airflow 

around objects. In this theory, airflow is considered to be an inviscid and incompressible fluid, meaning that the air density 

remains constant and pressure changes are only due to differences in velocity at different points on the surface. This theory 

has an important place among aerodynamic theories due to its simplicity and computational speed, and is particularly useful 

for optimizing design and solving complex aerodynamic problems. In this study, the first-order piston theory is used, and it is 

assumed that the flow only passes over the sheet and that there is only static air pressure on the other side of the sheet. With 

this assumption, the external pressure acting on the sheet is expressed as the difference between the dynamic and static air 

pressures. This theory is valid for   >√2. This external pressure is formulated as: 

(5) 
           

    
 

√  
   

,
  

  
 (

  
   

  
   

)
 

  
 
  

  
- 

In the following, the final equation of motion of the plate, assuming the use of a first-order piston aerodynamic loading 

model, is expressed as the "coupled structure-fluid equation" as follows: 

(6) 
 (

   

   
  

   

      
 

   

   
)    

   

   

 
    

 

√  
   

,
  

  
 (

  
   

  
   

)
 

  
 
  

  
-    

In the above equation, the parameters ρ, h,   ,    and    represent the density of the sheet, the thickness of the sheet, the 

density of the air flow, the speed of the air flow and the Mach number of the air flow, respectively. In this regard, it is 

assumed that the air flow enters the sheet in the x direction. To solve this equation in the frequency domain, the method of 
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separation of variables is used as follows. The variable of these equations is the sheet deflection variable. The separation of 

this variable is done as follows: 

(7)                     
And since the function p(x,y,t) in the first-order piston theory is written in terms of the function w(x,y,t), the separation of 

variables in this function can be shown as follows: 

(8)                     
Now, using equations 7 and 8, the coupled equation of the fluid structure is separated as follows: 
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The following relations are used to make the above equation dimensionless: 
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The following relations are used to make the above equation dimensionless: 
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Also, the first-order piston equation becomes dimensionless as follows: 
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By defining the Mach number as follows, the first-order piston equation is rewritten as follows: 
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The imaginary term in the above equation represents the damping effect of the sheet by the airflow. To evaluate the effect of 

the damping parameter on the determination of the flutter speed, two scenarios for the first-order piston theory are 

considered. In the first scenario, the imaginary term is removed from the theory, and in the second scenario, this term is 

retained in the theory. The piston theory in these two cases is expressed as follows: 

(15) 
  Piston theory in the first case:         0 
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(16)  Piston theory in the second case:          [ 
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Finally, the coupled structure-fluid equation is written as follows: 

(17) 
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In the above equation,   and    are the dimensionless frequency and dimensionless dynamic pressure of the air, respectively: 
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According to the above equation, given the values of λ, the values of the sheet frequency ( ) are obtained as follows: 
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Using the DQM solution method, the coupled structure-fluid equation is written in the following form: 

(21)      
   

               
   

           
   

 

              
   

 
                

          

In this equation, the sheet deflection (W) is expressed in matrix form after applying the DQM numerical solution method, and 

in order to factor the matrix [W](n×m) from the equation and write the equation in the form of a standard eigenvalue 

problem, Kronecker multiplication must be used. 
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Finally, the coupled structure-fluid equation is written in the following form: 

(23)                             

                                 

                               

                               

                               
In Equation 23,                     =[I]. Then, Equation 23 is rewritten as follows by factoring        : 

(24)                                                    

                                         
By observing the above relationship, it is clear that an eigenvalue problem has been formed. In this way: 

(25)                           

(26)                                           

                                   
The boundary conditions of the problem are also converted into a boundary condition matrix, as in the aforementioned 

method, which must be integrated with Equation 34 to finally solve the problem. 

 Results and discussion 3.

In this section, two different cases of the first-order piston theory are analyzed. In the first case, the damping term is not 

considered in the aerodynamic model, while in the second case, the aerodynamic model is considered in its entirety with two 

real and imaginary components, the imaginary component being related to the damping due to aerodynamic loading. In order 

to more accurately evaluate the flutter velocity and the factors affecting it, some specifications for the sheet are defined. For 

this purpose, an aluminum sheet with a Young's modulus of 70 GPa, a density of 2700 kg/m3 and a Poisson's ratio of 0.35, 

with dimensions of 1 m x 1 m and a thickness of 5 mm, is investigated under CFCF boundary conditions and free sea surface 

atmospheric conditions with an air flow density of 1.225 kg/m3 and a sound speed of 343 m/s. These specifications were 

selected due to the easy availability of sheets with these characteristics in the market and the possibility of facilitating 
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atmospheric conditions for flutter speed tests by other researchers. Assuming the selection of the aforementioned 

specifications as the specifications of the sheet under study, the flutter boundary in terms of the dimensionless Mach number 

for the first and second cases of the first-order piston theory is determined as follows: 

  

 
Figure 2:Damping diagram in terms of Mach number for the 

first case of the first-order piston theory 

 
Figure 3: Frequency diagram in terms of Mach number for the 

first case of the first-order piston theory 

 

 
Figure 4:Damping diagram in terms of Mach number for the 

second case of the first-order piston theory 

 
Figure 5:Frequency diagram in terms of Mach number for the 

second case of the first-order piston theory 

 

According to the presented graphs, it is clear that flutter occurs at Mach number 3.395 and this value is the same in both 

cases of piston theory. Also, the results show that considering the damping due to aerodynamic loading does not affect the 

value of flutter speed. 

 Conclusion 4.

This research presents a new and comprehensive analysis of the flutter phenomenon in sheets. Using the matrix form in the 

DQM method and the first-order piston theory, this study not only provides the accuracy and speed of the solution, but also 

provides a better understanding of the flutter phenomenon. The motion equation of the sheet is based on Kirchhoff's 

assumptions and the piston theory is used as the aerodynamic model. The results show that considering the damping of the 

aerodynamic loading does not affect the flutter velocity. As a sheet with a size of 1 meter and a thickness of 5 mm, under free 

sea surface conditions and CFCF boundary conditions, the first flutter phenomenon occurs at a dynamic pressure after 615 

(equivalent to Mach 3.395). This research serves as a fundamental foundation for future research in this field, but also 

provides an important step in advancing engineering knowledge in the analysis of aerodynamic phenomena by providing an 

efficient and accurate. 
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ٔبفٛق  بٖیزض خط یٛٔیٙیآِٛٔ یّیثط آؾتب٘ٝ فلاتط ٚضق ٔؿتغ یىیٙبٔیطٚزیآ ییطایاثط ٔ یٔمبِٝ ثٝ ثطضؾ ٗیا 

ٚ ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ، ایٗ ٔغبِؼٝ ٘ٝ تٟٙب  DQM ثب اؾتفبزٜ اظ لبِت ٔبتطیؿی زض ضٚـ. پطزاظز ینٛت ٔ

زٞس. ٔؼبزِٝ حطوت  زؾت ٔی ثٝپسیسٜ فلاتط  تطی اظ زضن ػٕیك زٞس، ثّىٝ ؾطػت حُ ضا اضتمب ٔی زلت ٚ

ٌطفتٝ  ػٙٛاٖ ٔسَ آیطٚزیٙبٔیىی ثٝ وبض ثط اؾبؼ فطضیبت ویطقٟف اؾترطاج قسٜ ٚ ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ثٝ ٚضق

ٔطتجٝ اَٚ  ؿتٖٛیپ ٝیٔرتّف اظ ٘ظط یٛی(، زٚ ؾٙبضDQMثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ تفبضُ ٔطثؼبت ). قسٜ اؾت

وٝ  زٞس ی٘كبٖ ٔ حی. ٘تبییطایٔ یطیطٌٚ حبِت وبُٔ ثب زض٘ظ ییطایقسٜ ثسٖٚ ٔ قسٜ اؾت: حبِت ؾبزٜ ُیتحّ

ثط  یىیٙبٔیطٚزیآ ییطایٔ ٘بچیع طیتأث  بٍ٘طیوٝ ث افتس، یاتفبق ٔ 3.395آؾتب٘ٝ فلاتط زض ٞط زٚ حبِت زض ٔبخ 

 ٖٛیاؾبؼ، فطٔٛلاؾ ٗیقسٜ اؾت. ثط ا سییتأ یپبضأتط تیحؿبؾ ُیثب تحّ بفتٝی ٗیؾطػت فلاتط اؾت. ا

 یبیضٚـ ٔعا ٗی. اقٛز یٔ كٟٙبزیپ یٔغبِؼبت آت یثطا یٔحبؾجبت ٝیػٙٛاٖ پب ثٝ ؿتٖٛیپ ٝیقسٜ ٘ظط ؾبزٜ

 ییٞٛافضب یٞب پُٙ یزض عطاح یػّٕ یوبضثطزٞب یاظ خّٕٝ وبٞف ظٔبٖ ٔحبؾجبت ضا زاضز ٚ ثطا یٔحبؾجبت

 ٔٙبؾت اؾت.

 08/06/1404 تارید دریافت:

 02/10/1404تارید باسًگزی: 

 12/02/1405تارید پذیزش: 

 هقذهِ -1

ثٝ  ٔٙدط تٛا٘س پسیسٜ فلاتط تطویجی اظ تؼبُٔ ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی، ٘یطٚٞبی الاؾتیه ٚ ٘یطٚٞبی ایٙطؾی اؾت وٝ ٔی

ٞبی ٞٛایی وٝ ٔؼٕٛلاً زاضای  . زض نٛضت ػسْ تحّیُ زلیك ایٗ پسیسٜ، ؾبظٜقٛزٞبی ٞٛاپیٕب  ٞبیی ٕٞچٖٛ ثبَ ٌؿیرتٍی ؾبظٜ

تطی ٞؿتٙس، ٕٔىٗ اؾت زؾترٛـ ٘بپبیساضی ٚ ترطیت قٛ٘س. ثٝ ٕٞیٗ ػّت، ثطضؾی ٚ تحّیُ فلاتط زض عطاحی ٚ  ؾجهٚظٖ 

قٛز: اَٚ، فلاتط ٘بقی اظ خفت قسٖ فطوب٘ؽ  ثٙسی ٔی ای زاضز. فلاتط ثٝ زٚ حبِت وّی عجمٝ ٞب إٞیت ٚیػٜ ٟٔٙسؾی ایٗ ؾبظٜ

ای.  ٞبی ؾبظٜ ب٘ٙس پسیسٜ تكسیس(، ٚ زْٚ، فلاتط ٘بقی اظ خفت قسٖ فطوب٘ؽٞبی ٘بقی اظ خطیبٖ ٞٛا )ٔ عجیؼی ؾبظٜ ثب فطوب٘ؽ

لسض ثٝ ٞٓ ٘عزیه قٛ٘س وٝ زض یه  ای تحت تأثیط ٘یطٚٞبی آیطٚزیٙبٔیىی آٖ ٞبی ؾبظٜ افتس وٝ فطوب٘ؽ ٔٛضز زْٚ ظٔب٘ی اتفبق ٔی

ٞبی ٞٛاپیٕب،  ػٙٛاٖ ٔثبَ، زض ثبَ ؾبظٜ ٌطز٘س. ثٝؾطػت ذبل اظ خطیبٖ ٞٛا، ثٝ ٞٓ وٛپُ قٛ٘س ٚ زض ٘تیدٝ ٔٙدط ثٝ ضفتبض ٘بپبیساض 

 .تٛا٘ٙس ثٝ عٛض ٕٞعٔبٖ ثب یىسیٍط تؼبُٔ زاقتٝ ثبقٙس ٚ ثٝ پسیسٜ فلاتط ٔٙدط قٛ٘س ٞبی ذٕكی ٚ پیچكی ٔی فطوب٘ؽ

ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ  [1]ٚ زاَٚ  طظازٌبٖیا٘س. أ ا٘دبْ زازٜ سٜیپس ٗیٔغبِؼٝ ا یضا ثطا یفطاٚا٘ یٞب ثبضٜ ٔحممبٖ تلاـ ٗیزض ا
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زض ضا ٕٞؿبٍ٘طز ٚ  یّیٚ ٘بظن ٔؿتغ یپٛؾتٝ ٔٙحٙ هی یطذغیاضتؼبقبت غ ؿتٖٛ،یپ یتئٛض یىیٙبٔیطٚزیٚ ٔسَ آ 1ٗیٌبِطو

ٚ پؽ  فلاتط یٞب یػٌیوطز٘س ٚ ٚ ؿٝیٔمب یتئٛض حیضا ثب ٘تب یتدطث حیلطاض زاز٘س. آٟ٘ب ٘تب یٔبفٛق نٛت ٔٛضز ثطضؾ یٞٛا بٖیخط

ثب اؾتفبزٜ اظ  زاضای ا٘حٙب ضا یا پبُ٘ شٚظ٘مٝ هیاظ  یّیٔسَ تحّ هی [2]. غاً٘ ٚ ٕٞىبضاٖ ٔٛضز ثطضؾی لطاض زاز٘سفلاتط پبُ٘ ضا 

 یاٝ یلا ٝیٚضق اضائٝ زاز٘س. ٘ظط هیطٚالاؾتیٔٛزاَ ٚ آ ُیتحّ یثطا ؿتٖٛیپ ٝیٚ ٘ظط یاٝ یلا یٚ تئٛض یؾبظ ٍٕٞٗ هیتىٙ

 ساٖیٞؿتٝ ٚ ٔ ٝیلا یٔطتجٝ ثبلاتط ضا ثطا ییخبثدب ساٖی، ٔثٛزتٛؾؼٝ زازٜ قسٜ  یچیؾب٘سٚ فحٝن هی یوٝ ثطا یكٟٙبزیپ

 ٞبی ٔغطحافعاض حبنُ اظ ٘طْ حیضٚـ ضا ثب ٘تب ٗیزلت اآٟ٘ب . وطز ٔیفطو  ٗییثبلا ٚ پب یٞبٝ یلا یٔطتجٝ اَٚ ضا ثطا ییخبثدب

زض زاضز،  بظی٘ یوٕتط یٔحبؾجبتٚ ثٝ تلاـ  ثطذٛزاض اؾت یزلت وبفاظ  یكٟٙبزیقس وٝ ضٚـ پ وطز٘س ٚ ٘كبٖ زازٜ ؿٝیٔمب

ٚ  یی. ثمبثبقس ٕبیٞٛاپ یزض عطاح یا شٚظ٘مٝ زاضای ا٘حٙب ٚٞؿتٝ  چیاؾتفبزٜ اظ پبُ٘ ؾب٘سٚ یثطا ی٘ظط ییٔجٙب تٛا٘س ٘تیدٝ ٔی

پبُ٘  ٗیتٛؾؼٝ زاز٘س. ا یّیٔؿتغ تینفحبت وبٔپٛظ هیطٚالاؾتیفلاتط پبُ٘ آ ُیتحّ یثطا سیخس ىطزیضٚ هی [3]ٕٞىبضاٖ 

ا٘جبقتٝ اؾت ٚ زض ٔؼطو  یوّ یٞب یتٛاِ یقسٜ اؾت، زاضا چیؾب٘سٚ جطیٔبوطٚ ف تیوٝ تٛؾظ زٚ وبٔپٛظ ،ٞٛقٕٙس

پبُ٘ ٞٛقٕٙس ایٗ  فلاتط یٔطظٞب یثط ضٚ ٞب زض ایٗ وبٔپٛظیت یطیٌ اثطات خٟت یلطاض زاضز. ثطضؾ هیِجٝ الاؾت یٞب تیٔحسٚز

 یثٝ ثطضؾ [4]ٚ ٔلائت  ٗیقسٜ اؾت. حؿ سییتبإِبٖ ٔحسٚز  حیثب ٘تب حی٘تب كیثب تغج ىطزیضٚ ٗیٚ اػتجبض ا تی. لبثّا٘دبْ قس

ٔغبِؼٝ،  ٗیزٚ خٟتٝ زضٖٚ نفحٝ پطزاذتٙس. زض ا یػّٕىطز یثٙس ٘بظن ثب زضخٝ یٞب پبُ٘ یساضیپؽ اظ ٘بپب یطذغیغ یٞب پبؾد

 یٞب ٚ پبؾد یىیٙبٔیثٝ ػٙٛاٖ ٔٛضز ز ط٘سیٌ یٔبفٛق نٛت لطاض ٔ یٞٛا بٖیوٝ زض ٔؼطو خط ییٞب تط پبُ٘پؽ اظ فلا یٞب پبؾد

نفحٝ ثط  زضٖٚ یىیٚ ٔىب٘ یحطاضت یٞب یثبضٌصاض طیتأث ٗ،یزض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. ٕٞچٙ هیپؽ وٕب٘ف ثٝ ػٙٛاٖ ٔٛضز اؾتبت

 یؾبظ ٔسَ یٔطتجٝ اَٚ ثطا ؿتٖٛیپ یتئٛض ،ٔغبِؼٝ ٗیلطاض ٌطفتٝ اؾت. زض ا ُیٚ تحّ ٝیٞب ٔٛضز تدع پبُ٘ یساضیپب یضٚ

 یؾبظٜ اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ثطا یؾبظ ٔسَ یفٖٛ وبضٔٗ ثطا یطذغیغ یٞب ٕٞطاٜ ثب وط٘ف هینفحٝ ولاؾ ٝیٚ ٘ظط یىیٙبٔیطٚزیآ

نفحٝ  فلاتطٚ ضفتبض پؽ اظ  یطذغیفلاتط غ یطضؾثٝ ث [5]ٚ ٕٞىبضاٖ  یاظ ضٚـ إِبٖ ٔحسٚز اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. فطؾبز ُ،یتحّ

اؾتفبزٜ  هیٙبٔیطٚزیآ یؾبظ ٔسَ یثطا َٔطتجٝ اٚ یذغ ؿتٖٛیپ یٔغبِؼٝ، تئٛض ٗی. زض اا٘سٝ پطزاذت طیٔتغ یثبَ ٔب٘ٙس ثب ؾرت

وط٘ف  یحُ ٔؼبزلات حبوٓ ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٌطفتٝ اؾت. اظ تئٛض یثطا ٚـ حُ تفبضُ ٔطثؼبت زیفطا٘ؿیُضقسٜ اؾت ٚ 

زض ٘ظط  یٔطتجٝ اَٚ ثطا یقىُ ثطق طییتغ یٚ تئٛض قٛز یاؾتفبزٜ ٔ یٞٙسؾ یٞب یطذغیٔحبؾجٝ غ یفٖٛ وبضٔٗ ثطا یطذغیغ

ثط  یلبثُ تٛخٟ طیتأث بفیوٝ خٟت اِ زٞس ی٘كبٖ ٔ حی٘تب. قٛز یؾبذتبض اؾتفبزٜ ٔ یؾبظ زض ٔسَ یػطض یثطقٌطفتٗ اثطات 

زضثبضٜ  یا ٔغبِؼٝ [6]ٚ زاَٚ  طظازٌبٖیزاضز. أ یحس ىُیضفتبض ٘ٛؾبٖ ؾ ٗینفحٝ ٚ ذٛال ٘بٔتمبضٖ ٚ ٕٞچٙ یىیٙبٔیضفتبض ز

 ُیٚ تحّ ٝیٌبظ ٔبفٛق نٛت ا٘دبْ زاز٘س. آٟ٘ب ثب تدع بٖیوٓ ػٕك زض خط هیالاؾت یٞب پٛؾتٝ یحس ىُیٚ ٘ٛؾب٘بت ؾ یساضی٘بپب

ظازٌبٖ ٚ ٕٞىبضاٖ  طیأ ٕٞچٙیٗوطز٘س.  ؿٝیضا ٔمب یتدطث حی٘تب بٖ،یزض خٟت خط یٔطثؼ ینفحبت ٔٙحٙ یطذغیغ هیطٚالاؾتیآ

پبُ٘، وٕب٘ف  فلاتط كتطیزضن ث یٔغبِؼٝ ثطا ٗیس. اٌبظ ٔبفٛق نٛت پطزاذتٙ بٖیزض خط هینفحٝ الاؾت یساضیثٝ ٔغبِؼٝ پب [7]

عَٛ ػٕط ؾبظٜ  فیافعا كیتحم ٗیا یٚ ٔٛقه زض پطٚاظ ثب ؾطػت ثبلا ا٘دبْ قس. ٞسف انّ ٕبی٘بظن ٞٛاپ یٚ اضتؼبـ ؾبذتبضٞب

 ٗییتٛا٘س ثٝ تؼ یٔ كیتحم ٗیپبُ٘ ثٛز. ا یٞب یػٌیؾطػت فلاتط ٚ ٚ یثط ضٚ یٚ خب٘ج یعِٛ یٞب تٙف طیوطزٖ تأث یثٛز ٚ ثطضؾ

 ُیٚ تحّ ٝیٔغبِؼٝ خبٔغ زض ٔٛضز تدع هی، [8]ٚ ٕٞىبضاٖ  یسیوٕه وٙس. ٔد ٕبیٞٛاپ یٞب زض ؾبظٜ ساضیٚ ٘بپب ساضیٔٙبعك پب

 طییتغ یٛضٔغبِؼٝ اظ تئ ٗیاضائٝ زاز٘س. زض ا یػّٕىطز یثب زضخٝ ثٙس یوٙؿَٛ ٘بِِ٘ٛٛٝ وطثٙ یا فلاتط ٔبفٛق نٛت نفحبت شٚظ٘مٝ

ظزٜ  ٗیترٕ ؿتٖٛیپ یثط اؾبؼ تئٛض یىیٙبٔیطٚزیفكبض آ ،ؾبظٜ اؾتفبزٜ قسٜ اؾت یٔسِؿبظ یٔطتجٝ اَٚ ثطا یقىُ ثطق

 یثٝ ػٙٛاٖ اثعاض تٛا٘س یٔمبِٝ ٔ ٗیا حی. ٘تبقٛز یثب اؾتفبزٜ اظ آٖ اؾترطاج ٔ یٔطظ ظیٚ ٔدٕٛػٝ ٔؼبزلات حبوٓ ٚ قطا قٛز یٔ

ثٝ  [9]. ٞٛاً٘ طزیٔٛضز تٛخٝ لطاض ٌ وٙٙس، یوٝ ثب ؾطػت ٔبفٛق نٛت پطٚاظ ٔ ییٞٛا ٝی٘مّ ُیٚؾب ُیٚ تحّ یزض عطاح سیٔف

 یٔسِؿبظ یثطا ضیتعثب ٘ب٘ٛپلاوت ٌطافٗ پطزاذتٙس. اظ ضٚـ  قسٜ تیتمٛ یتیوبٔپٛظ یفلاتط نفحبت چٟبض ضّؼ یٞب یػٌیٚ یثطضؾ

ٔطتجٝ اَٚ ٚ  یقىُ ثطق طییتغ یثطاؾبؼ تئٛض ی. تٛاثغ ا٘طغوطز٘سذٛال ٔبزٜ اؾتفبزٜ  یٙیث فیپ یثطا 2یتؿب-ٗیٔسَ ٞبِپ ٚ اظ

حُ قس.  ضٚـ ضیتع تیثب اؾتفبزٜ اظ تمط ؼیٌؿؿتٝ نفحبت چٟبض ضّ یىیٙبٔیٔطتجٝ اَٚ ثسؾت آٔس٘س. ٔؼبزِٝ ز ؿتٖٛیپ یتئٛض
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 یػطض یاثطات ثطق طیتأث یثطضؾ [11]قس. ٔٛن  یٔٙتكط قسٜ ثطضؾ طیثب ٔمبز یؼیعج یٞب فطوب٘ؽ ؿٝیٔمب اظ عطیك حیزلت ٘تب

ا٘ٛاع ٔرتّف  یٔرتهط ثطا طاتیی٘كبٖ زاز. فطَٔٛ تغ یّیٔؿتغ ٝیچٙس لا یتینفحبت وبٔپٛظ یفلاتط ضا ثطا یٞب یػٌیثط ٚ

ثٝ ػٙٛاٖ  تٛاٖ یقسٜ حُ ضا ٔ یبثیضٚـ اضظ زازٜ قسٜ اؾت. كبٖٔطتجٝ اَٚ ٚ ٔطتجٝ ثبلاتط( ٘ ه،ینفحٝ )ولاؾ یٞب یتئٛض

 ٟٔٙسؾی ییافعاضٞب ٘طْ یٞب ثب اؾتفبزٜ اظ ثؿتٝ ٕبًیٔؿتم تٛاٖ یضا ٔ یّیتحّ حی٘تب طایظ ،زض ٘ظط ٌطفت یػسز ُیتحّ یثطا یبضیٔؼ

ٕٞؿبٍ٘طز تحت  یّینفحٝ ٔؿتغ هی یىیٙبٔیٔغبِؼٝ ضفتبض ز یثطا یضٚـ ػسز هی، [11]ٚ ٕٞىبضاٖ  یثٝ زؾت آٚضز. ثٟطأ

 ییٔحسٚز، ثط اؾبؼ تٛاثغ خبثدب یٔسَ اخعا هی. زاز٘ساضائٝ  یٔبفٛق نٛت ٔٛاظ یٞٛا بٖیاظ خط ی٘بق یىیٙبٔیطٚزیآ یثبضٞب

 یىیٙبٔیطٚزیآ یثبضٞبنفحٝ خبٔس ٕٞطاٜ ثب  یىیٙبٔیٔغبِؼٝ ضفتبض ز یثطا ،یذغ ؿتٖٛیپ یٚ تئٛض یزٚ ثؼس یا چٙس خّٕٝ

 یقسٌ ػٕك اؾت وٝ زض آٖ خفت وٓ یٞب نفحبت ٔؿغح ٚ پٛؾتٝ یؾبظ لبزض ثٝ ٔسَ بفتٝی تٛؾؼٝ ىطزی. ضٚقٛز یاؾتفبزٜ ٔ

پٛؾتٝ  ٝی. ٔسَ خبٔس ثط اؾبؼ ٘ظطقٛز یاػٕبَ ٔ ىپبضچٝیزض ؾغح ٔكتطن ثٝ عٛض ٕٞعٔبٖ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ  بَیؾبذتبض ؾ

 هیآٔسٜ اظ  زؾت ثٝ یٞب ؽیثب ٔبتط قٛ٘س یحبنُ ٔ یىیٙبٔیطٚزیوٝ اظ اػٕبَ ثبض آ ییطایٚ ٔ یتؾر یٞب ؽیاؾت. ٔبتط 3ؾٙسضظ

 ،یخطْ وّ یٞب ؽیٔبتط ٞب، ؽیٔبتط ی. ثب خٕغ آٚضقٛ٘س یٔحبؾجٝ ٔ یّیٚ ثب اؾتفبزٜ اظ ازغبْ تحّ قٛ٘س یٕٞطاٜ ٔ یٔسَ ؾبذتبض

ثب  ؿتٓیؾ ػٜیٚ طی. ٔمبزسیآ یثٝ زؾت ٔحبوٓ  ٔؿئّٝ یىیٙبٔیٚ ؾپؽ ٔؼبزلات ز سیآ ینفحٝ ثٝ زؾت ٔ یٚ ؾرت ییطایٔ

 قٛز یٞٛا وٝ ثبػث ثبَ ظزٖ ؾبظٜ ٔ بٖیخط یثحطا٘ ثؼس ثی یىیٙبٔیطٚزی. فكبض آقٛز یوبٞف ٔؼبزِٝ ٔحبؾجٝ ٔ هیاؾتفبزٜ اظ تىٙ

قسٜ ٚ  ؿٝیٔٙتكط قسٜ ٔمب یمبتیآثبض تحم طیثٝ زؾت آٔسٜ ثب ؾب حی. ٘تبقٛز یٔ ٗییٔرتّف تؼ یٞب ٚ ٞٙسؾٝ یٔطظ ظیقطا یثطا

ثب  طیٔتغ یثب ؾرت یتیوبٔپٛظ یٞب ٚضلٝ یطذغیغ یضفتبض فلاتط حطاضت [12] ٛیٚ ِ بً٘ی. اٚقٛز یٔكبٞسٜ ٔ یذٛث بضیتغبثك ثؿ

ضٚاثظ  تیٔطتجٝ اَٚ ثب تطو یقىُ ثطق طییتغ ٝیٔغبِؼٝ ٘ظط ٗیوطز٘س. زض ا یثطضؾضا ٔبفٛق نٛت ثبلا  بٖیزض خط یٔٙحٙ بفیاِ

 ساضیقجٝ پب یتٙف حطاضت ٝیٚ ٘ظط ساضیٔطتجٝ اَٚ قجٝ پب ؿتٖٛیپ یتئٛض هیٙبٔیطٚزیا٘حطاف ثعضي فٖٛ وبضٔٗ، آ ییخبثدب-وط٘ف

 یىیٙبٔیوٝ فكبض ز زٞس ی٘كبٖ ٔ حیاؾتفبزٜ قسٜ اؾت. ٘تب یطذغیٔؼبزلات إِبٖ ٔحسٚز حطوت پبُ٘ فّٛتط غ یثٙس فطَٔٛ یثطا

 ُیٚ تحّ ٝی، تدع[13]ٌٛآ  .بثٙسی یٔ فیزٔب زض أتساز ضربٔت پبُ٘ افعا بٖیف ٌطازیحس ٞط زٚ ثب افعا ىُیٚ زأٙٝ ؾ یثحطا٘

 یٞٛا بٖیزض حبَ چطذف تحت خط یقسٜ ػّٕىطز یثٙس ٌطافٗ زضخٝ یٞب ثب ٘ب٘ٛپلاوت قسٜ تیتمٛ تیوبٔپٛظ غٝیت هیفلاتط 

 سییتب كیزل ؿٝیخبٔغ ٚ ٔغبِؼبت ٔمب ییٔكىُ تٛؾظ ٔغبِؼبت ٍٕٞطا ٗیا یضٚـ ثطا ٗیوطز٘س. زلت ا یٔبفٛق نٛت ضا ثطضؾ

نفحٝ  یثط اؾبؼ تئٛض Nitsche هیٕٞطاٜ ثب تىٙ یعٚٞٙسؾیا ُیٚ تحّ ٝیفطَٔٛ تدع هی [14] یّتیٚ فض فیقسٜ اؾت. ذّ

 یحبٚ یػّٕىطز یزضخٝ ثٙس یزاضا حٝنف هی هیالاؾت-تطٔٛ-آیطٚضفتبض فلاتط پبُ٘  یثطضؾ یٔطتجٝ اَٚ ثطا یقىُ ثطق طییتغ

٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت.  بتیثب ٔٛاضز ٔٛخٛز زض ازث ؿٝیحبضط زض ٔمب یعٚٞٙسؾیفطَٔٛ ا تیفیتطن اؾترطاج وطز٘س. زلت ٚ و

 ٝیت ٘بظن چٙس لایوبٔپٛظ یٞب پبُ٘ یساضیثط فلاتط ٚ پب هیٚ الاؾت یٙطؾیا یطٚٞبی٘ ُیاثط تؼس یثٝ ثطضؾ [15]ؾبلاْ ٚ ٕٞىبضاٖ 

 یٔحبؾجٝ ثبضٌصاض یٔطتجٝ اَٚ ثطا ؿتٖٛیپ یثٝ زؾت آٔسٜ اؾت. تئٛض ّتٖٛیپطزاذتٙس. ٔؼبزلات حطوت پبُ٘ ثط اؾبؼ انُ ٕٞ

ٔحسٚز زض ٘ظط  یٔؼبزلات اخعا یزض فطَٔٛ ثٙس تیاقٕ-فبوؽ-ثٌٛٙط یّی. ػٙهط نفحٝ ٔؿتغقٛز یاؾتفبزٜ ٔ یىیٙبٔیطٚزیآ

زض  یّینفحٝ ٔؿتغ هی یساضی، پب[16] ثبغسؾبضیبٖ. زٞس یضا ٘كبٖ ٔ یكٟٙبزیتٛخٝ ضٚـ پ بثُاثط ل حیٌطفتٝ قسٜ اؾت. ٘تب

زٔب ٚ ؾطػت  ساٖیوطز٘س. ٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت وٝ ٔ ی٘بٍٕٞٗ زض ضربٔت ثطضؾ ییزٔب ساٖیٔبفٛق نٛت ضا زض حضٛض ٔ بٖیخط

زٔب ٔؼٙبزاض اؾت ثٝ  ساٖی٘كبٖ زازٜ قسٜ اؾت وٝ ٔ ٗی. ٕٞچٙوٙٙس یٔ ٓیضا تٙظ یساضیپب ٙسیٔتمبثُ زاض٘س ٚ فطآ یٚاثؿتٍ بٖیخط

ه )فیسث  SOFثب ثطضؾی ٔؼبزلات حبوٓ ٚ ثٝ وبضٌیطی ضٚـ، [17]فطٞبزی  .ٌصاضز یٔ طیفلاتط تأث یقست ثط ؾطػت ثحطا٘

ثطای آٟ٘ب . وٙٙسخبیبثی  LQR وٙٙسٜ تطیٗ ػّٕىطز ثٝ وٙتطَ حؿٍطٞبی اضتؼبـ ضا ثطای ٘عزیهوطز٘س ذطٚخی اؾتبتیه(، ؾؼی 

ثطای وٙتطَ اضتؼبقبت ٚضق اظ یه ٚنّٝ ٚ ٕٞچٙیٗ  یه ٚضق ٔؿتغیّی وٝ زض ٔؼطو خطیبٖ ؾٛپطؾٛ٘یه لطاض زاضزاظ ایٗ وبض، 

، ٚ ثطای 5ٚ تئٛضی ٚضق ٘ؿجتبً ضریٓ ٔیٙسِیٗ 4ی قجیٝ ؾبظی ٚضق اظ تئٛضی ٖٚ وبضٔٗثطا ٕٞچٙیٗ .وطز٘سپیعٚاِىتطیه اؾتفبزٜ 

ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚـ لاٌطا٘ػ ٚ تمطیت  ضا قسٜ اؾت. ٔؼبزلات حطوت اؾتفبزٜ 6ٔسِؿبظی خطیبٖ ٞٛا تئٛضی ٔطتجٝ اَٚ پیؿتٖٛ

. ؾپؽ ٔؼیبضی ثطای یبفتٗ ٘مبعی وٝ تطویت فیسثه خبثدبیی آٟ٘ب ٚضز٘سٞبی تٛا٘ی ٔحسٚز ثسؾت آ ٔیساٖ خبثدبی تٛؾظ ؾطی

                                                           
3
 Sanders shell theory 

4
 Von Karman theory 

5
 Mindlin 

6
 First order theory of the piston 
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. زض ٟ٘بیت ثب قجیٝ ؾبظی ػسزی وبضایی زاز٘سایدبز ٕ٘بیس، اضائٝ  LQR تٛا٘س ٘عزیىتطیٗ ػّٕىطز وٙتطِی ضا زض ٔمبیؿٝ ثب وٙتطِط ٔی

ٚضق  هیفلاتط زض  سٜیپس یثطضؾ [18]٘بظٕی ظازٜ ٚ ٕٞىبضا٘ف . سٔؼیبض ثسؾت آٔسٜ ٔٛضز اضظیبثی ٚ تأییس لطاض ٌطفتٝ ق

 اؾترطاج ٚضق حطوت ٔؼبزِٝ ویطقٟف، ٚضق فطضیبت اظ اؾتفبزٜ ثب آٟ٘بپطزاذتٙس. ٔبفٛق نٛت  ٞٛای بٖیقىُ زض خط-یّیٔؿتغ

 تٛؾظ آٟ٘باضائٝ قسٜ  یثٙس فطَٔٛٔؼبزلات حبوٓ ثط فلاتط ٚضق ضا ثسؾت آٚضز٘س.  اَٚ ٔطتجٝ پیؿتٖٛ آیطٚزیٙبٔیىی ٔسَ ثب ٚ قسٜ

 ٌطفت.ٔبفٛق نٛت ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض  یٞٛا بٖیحُ ٚ ٔحبؾجٝ ؾطػت فلاتط اخؿبْ ٔرتّف زض خط یثطا ٝیپب هیثٝ ػٙٛاٖ 

زض ایٗ تحمیك، اثط ٔیطایی آیطٚزیٙبٔیىی ثط آؾتب٘ٝ فلاتط ٚضق ٔؿتغیّی آِٛٔیٙیٛٔی زض خطیبٖ ٔبفٛق نٛت ثب اؾتفبزٜ اظ 

، ایٗ ضٚـ ثٝ نٛضت لبِت DQM ثطضؾی قسٜ اؾت. تبوٖٙٛ زض ٔغبِؼبت ٔطثٛط ثٝ ؾطػت فلاتط ثب اؾتفبزٜ اظ DQM ضٚـ

ٔؿئّٝ فلاتط اؾت  DQM ثطای حُ لبِت ٔبتطیؿی ٞبی ایٗ ٔغبِؼٝ، اؾتفبزٜ اظ ٔبتطیؿی ثٝ وبض ٌطفتٝ ٘كسٜ اؾت. یىی اظ ٘ٛآٚضی

ضا تحّیُ  ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ ٙبضیٛی ٔرتّف اظایٗ تحمیك زٚ ؾ .حُ اؾت ؾطػت ٚ زلت وٝ ٔعیت انّی آٖ

فطضیبت  زض ایٗ ٔغبِؼٝ، ٔؼبزِٝ ٚضق ثب اؾتفبزٜ اظ .حبِت وبُٔ ثب زض٘ظطٌیطی ٔیطایی ٚ قسٜ ثسٖٚ ٔیطایی حبِت ؾبزٜ :وٙس ٔی

طیبٖ ٞٛا ٚ ثٝ ػٙٛاٖ ٔسَ آیطٚزیٙبٔیىی ثطای تحّیُ خ ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ اؾترطاج قسٜ اؾت. ٕٞچٙیٗ اظ طقٟفو

 تؼییٗ ؾطػت فلاتط اؾتفبزٜ قسٜ اؾت. 

 

 استخزاج هعادلات حاکن -2

 تعییي هعادلِ حزکت ٍرق -2-1

 
 در جزیاى َّای هافَق صَت ضکل لیاس ٍرق هستط ییًوا 1ضکل 

 [19]ٔؼبزِٝ حطوت ٚضق ٚ قطایظ ٔطظی آٖ ثط ٔجٙبی اؾتفبزٜ اظ فطضیبت ٚضق ویطقٟف ٚ فطضیبت تبض ذٙثی اظ ٔطخغ 

 قٛز: ثٝ نٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔیٚ  ا٘س اؾترطاج قسٜ

(1)  
 (

   

   
  

   

      
 

   

   
)    

   

   
          

ٌبٜ  ای ثب تىیٝ زض ِجٝ ،، ٘یطٚی ثطقی ٚ ٕٔبٖ ذٕكی زض ٘مبط ٔطظی ٚضق ثطاثط نفط اؾت(Free or F)ٌبٜ آظاز  ای ثب تىیٝ زض ِجٝ

ٌبٜ یىؿطٌیطزاض  ای ثب تىیٝ ، ذیع ٚضق ٚ ٕٔبٖ ذٕكی زض ٘مبط ٔطظی ٚضق ثطاثط نفط اؾت ٚ زض ِجٝ(Simple or S)ؾبزٜ 

(clamped or C) .قٛ٘س: ایٗ قطایظ ثٝ نٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔی، ذیع ٚ قیت ذیع ٚضق زض ٘مبط ٔطظی ٚضق ثطاثط نفط اؾت 

(2)  

                                           یب    
     (

   

   
  

   

   
)   

      
    

  
   (

   

   
      

   

     
)   
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(3)  
                                        یب    

   

     (
   

   
  

   

   
)    

(4)  
                                         یب    

   
  

  
  

 

 تعییي هذل بارگذاری آیزٍدیٌاهیکی -2-2

اؾت  هیٙبٔیطٚزیزض آ یبزیچبضچٛة ثٙ هی قٛز، یقٙبذتٝ ٔ عی٘ یذغ ُیپتب٘ؿ بٖیخط ٝیوٝ ثٝ ػٙٛاٖ ٘ظط ؿتٖٛ،یپ ٝی٘ظط

زض  طی٘بپص ٚ تطاوٓ طِعجیغ بَیؾ هیٞٛا ثٝ ػٙٛاٖ  بٖیخط ٝ،ی٘ظط ٗی. زض اپطزاظز یٞٛا زض اعطاف اخؿبْ ٔ بٖیخط یؾبظ وٝ ثٝ ٔسَ

تفبٚت زض ؾطػت ٘مبط ٔرتّف  ُیفكبض تٟٙب ثٝ زِ طاتییٚ تغ ٔب٘س یٔ یٞٛا ثبثت ثبل یٍبِوٝ چ یٔؼٙ ٗیثٝ ا قٛز، ی٘ظط ٌطفتٝ ٔ

زاضز ٚ ثٝ  یىیٙبٔیطٚزیآ یٞبٝ ی٘ظط بٖیزض ٔ یٟٕٔ ٍبٜیخب بظ،یٔٛضز ٘ یٚ ؾطػت ٔحبؾجبت یؾبزٌ ُیثٝ زِ ٝی٘ظط ٗیؾغح اؾت. ا

ٔطتجٝ اَٚ  ؿتٖٛیپ یٔغبِؼٝ اظ تئٛض ٗیزض ا .اؾت سیٔف یىیٙبٔیطٚزیآ سٜیچیٚ حُ ٔؿبئُ پ یعطاح یؾبظ ٙٝیثٟ یثطا ػٜیٚ

ٞٛا  هیٚضق تٟٙب فكبض اؾتبت ٍطیٚ زض عطف ز وٙس یٚضق ػجٛض ٔ یفمظ اظ ضٚ بٖیاؾت وٝ خط فطو قسٜ ٚ اؾت اؾتفبزٜ قسٜ

 یتئٛض ٗی. اقٛز یٔ بٖیٞٛا ث یىیٚ اؾتبت یىیٙبٔینٛضت اذتلاف فكبض ز ثٝٚاضز ثٝ ٚضق  یفطو، فكبض ذبضخ ٗیٚخٛز زاضز. ثب ا

 :قسٜ اؾت یثٙس فطَٔٛ طیثٝ نٛضت ظ یفكبض ذبضخ ٗیا. زاضزاػتجبض   √    ی  ثطا

(5) 
           

    
 

√  
   

,
  

  
 (

  
   

  
   

)
 

  
 
  

  
- 

 سیال-هعادلِ کَپل ضذُ ساسُ -2-3

ٔطتجٝ اَٚ تحت ػٙٛاٖ  ؿتٖٛیپ یىیٙبٔیطٚزیآ یحطوت ٚضق ثب فطو اؾتفبزٜ اظ ٔسَ ثبضٌصاض ییلؿٕت ٔؼبزِٝ ٟ٘ب ٗیزض ا

 :قٛز یٔ بٖیث طیثٝ نٛضت ظ "بَیؾ-قسٜ ؾبظٜ ٔؼبزِٝ وٛپُ"

(6) 
 (

   

   
  

   

      
 

   

   
)    

   

   

 
    

 

√  
   

,
  

  
 (

  
   

  
   

)
 

  
 
  

  
-    

ٚضق، ضربٔت ٚضق، چٍبِی خطیبٖ ٞٛا، ؾطػت تطتیت ٔؼطف چٍبِی  ثٝ   ٚ    ،   ،  ،  زض ٔؼبزِٝ ثبلا پبضأتطٞبی 

قٛز. ثطای  ثٝ ٚضق ٚاضز ٔی xاؾت وٝ خطیبٖ ٞٛا زض ضاؾتبی  ثبقٙس. زض ایٗ ضاثغٝ فطو قسٜ خطیبٖ ٞٛا ٚ ػسز ٔبخ خطیبٖ ٞٛا ٔی

ٕٞبٖ  قٛز. ٔتغیط ایٗ ٔؼبزلات حُ وطزٖ ایٗ ٔؼبزِٝ زض حٛظٜ فطوب٘ؽ، اظ ضٚـ خساؾبظی ٔتغیطٞب ثٝ نٛضت ظیط اؾتفبزٜ ٔی

 قٛز: ٔتغیط ذیع ٚضق اؾت. خساؾبظی ایٗ ٔتغیط ثٝ نٛضت ظیط ا٘دبْ ٔی

(7)                     

اؾت، ٔیتٛاٖ  ٘ٛقتٝ قسٜ         زض تئٛضی ٔطتجٝ اَٚ پیؿتٖٛ ثطحؿت تبثغ          ٚ اظ آ٘دبیی وٝ تبثغ 

 خساؾبظی ٔتغیطٞب زض ایٗ تبثغ ضا ثٝ نٛضت ظیط ٘كبٖ زاز:

(8)                     

 قٛز: ، ٔؼبزِٝ وٛپُ قسٜ ؾبظٜ ؾیبَ ثٝ نٛضت ظیط خساؾبظی ٔی8ٚ  7حبَ ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ 

(9) 
 (

   

   
  

   

      
 

   

   
)                              

(11) 
 (

   

   
  

   

      
 

   

   
)  

 

 
       

    

 
  

 ضٚ٘س: ثؼس وطزٖ ٔؼبزِٝ ثبلا ثٝ وبض ٔی ضٚاثظ ظیط ثطای ثی
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(11) 

(

 
 
 

 

 
   

 

 
   

  

  
  

)

 
 
 

 (
      

      

      
      

) 

 قٛز: ثؼس ٔی ؾیبَ ثٝ نٛضت ظیط ثی-ثب اؾتفبزٜ اظ ضٚاثظ ثبلا، ٔؼبزِٝ وٛپُ قسٜ ؾبظٜ

(12) 
(
   

   
    

   

      
   

   

   
)  (

  
 

 
)       (

  
     

 
)  

 قٛز: ثؼس ٔی ثٝ نٛضت ظیط ثیٔؼبزِٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ  ٕٞچٙیٗ

(13) 
        

    
 

√  
   

,
  

  
   (

  
   

  
   

)
 

  
 - 

 قٛز: ثب تؼطیف ػسز ٔبخ ثٝ نٛضت ظیط، ٔؼبزِٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ ثٝ قىُ ظیط ثبظ٘ٛیؿی ٔی

(14) 
   

  
  

         * 
    

   
 

  √  
   

  

  
+    [ 

         
    

(  
   )

   
 ] 

، ٕ٘بیبٍ٘ط اثط ٔیطاوٙٙسٜ ٚضق تٛؾظ خطیبٖ ٞٛا اؾت. ثطای اضظیبثی تأثیط پبضأتط ٔیطاوٙٙسٜ ثط ثبلا خّٕٝ ٔٛٞٛٔی زض ٔؼبزِٝ

پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ زض ٘ظط ٌطفتٝ قسٜ اؾت. زض ؾٙبضیٛی اَٚ، خّٕٝ ٔٛٞٛٔی اظ تؼییٗ ؾطػت فلاتط، زٚ ؾٙبضیٛ ثطای ٘ظطیٝ 

قٛز. ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ زض ایٗ زٚ حبِت ثٝ نٛضت ظیط ثیبٖ  قٛز، ٚ زض ؾٙبضیٛی زْٚ، ایٗ خّٕٝ زض ٘ظطیٝ حفظ ٔی ٘ظطیٝ حصف ٔی

 :قٛز ٔی

(15) 
٘ظطیٝ پیؿتٖٛ زض حبِت اَٚ            0 

    
   

 

  √  
   

  

  
1 

(16) 

٘ظطیٝ پیؿتٖٛ زض حبِت زْٚ            0 
    

   
 

  √  
   

  

  
1    [ 

         
    

(  
   )

    ] 

 قٛز: ؾیبَ ثٝ نٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔی-زض ٟ٘بیت ٔؼبزِٝ وٛپُ قسٜ ؾبظٜ

(17) 
 (

   

   
    

   

      
   

   

   
)     

  

  
     

 :ثبقٙس تطتیت فطوب٘ؽ ثسٖٚ ثؼس ٚ فكبض زیٙبٔیىی ثسٖٚ ثؼس ٞٛا ٔی ثٝ   ٚ   زض ضاثغٝ ثبلا 

(18) 
   (

  
 

 
)

    
   

 

√  
   

 

(19) 

  

{
 
 
 

 
 
 

   .(
  

 

 
)       /

 
 

   .(
  

 

 
)(      

         
    

(  
   )

    )/

 
 

 

 آیس: ( ثٝ نٛضت ظیط ثسؾت ٔی ) ، ٔمبزیط فطوب٘ؽ ٚضق عجك ضاثغٝ ثبلا، ثب زاقتٗ ٔمبزیط 
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(21) 
  √

 

  
(

 

  

)
 

 

 DQMرٍش عذدی سیال بِ -حل هعادلِ کَپل ضذُ ساسُ -2-4

 یخعئ ُیفطا٘ؿیز ٔؼبزلات حُ یثطا وٝ اؾت لسضتٕٙس یػسز هیتىٙ هی( DQM) ُیفطا٘ؿیز ٔطثؼبت تفبضُ ضٚـ

(PDEs
ثبقس. ػجبضتی وٝ  لاٌطا٘ػ، ظیطثٙبی ضیبضیبتی زض ایٗ ضٚـ ٔیای  یبثی ثب اؾتفبزٜ اظ چٙس خّٕٝ زضٖٚ .قٛز یٔ اؾتفبزٜ( 7

 قٛز: ای لاٌطا٘ػ اؾت وٝ ثٝ نٛضت ظیط ٘كبٖ زازٜ ٔی ٌیطز، ٔكتك چٙسخّٕٝ ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٔی DQMثطای ضٚـ 

(21) 
     ∑(

∏       
 
       

∏        
 
       

)

 

   

   ∑     

 

   

   

(22) 
 

   

   
 ∑

       

   

 

   

 
 
 

 قٛز: ثٝ نٛضت ظیط ٔحبؾجٝ ٔی x٘ؿجت ثٝ       ٔكتك ٔطتجٝ اَٚ 

(23) 

    
      

  
|
  

 

{
 
 
 

 
 
 
∏        

 
   
     

∏ (     )
 
   
   

        

∑
 

       
        

 

   
   

 

(24) 
 

     

  
|
  

 ∑    

 

   

 
 
 

 قٛز: فطْ ٔبتطیؿی ضاثغٝ ثبلا ثٝ نٛضت ظیط ثیبٖ ٔی

(25) 
 
  

  
               [

       

   
       

]                 

 قٛز: ایٗ فطْ ثطای ٔكتمبت ثبلاتط ثٝ نٛضت ظیط ثیبٖ ٔی

(26) 
 
   

   
      

     

     
          

ٚ ثبقس. تٛظیغ غیطیىٙٛاذت چجیكف  ( ٘یبظ ثٝ تؼطیف ٚ تٛظیغ ٘مبط ٕ٘ٛ٘ٝ ضٚی ٔسَ ٔی   ضطایت ٚظ٘ی )ثطای ایدبز ٔبتطیؽ 

 قٛز: ثٝ نٛضت ظیط ٘ٛقتٝ ٔیثبقس x ٚ yتبثؼی اظ  fثطای حبِتی وٝ ٞبی ضطایت ٚظ٘ی  ٔبتطیؽ

(27) 
   

 

 
{     (

   

   
 )}                  

(28) 
   

 

 
{     (

   

   
 )}                  

 قٛز: ؾبظی ٔی ثٝ نٛضت ظیط ثطای خٕلات ٔرتّف اظ ٔؼبزِٝ پیبزٜ DQMزض ٟ٘بیت ضٚـ 

                                                           
7 partial differential equations 
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(29) 

2

            

         
         

 

{
  
 

  
 

   

   
        

   
      

   

   
               

   
  

     

      
        

   
              

   
  

 

 قٛز: ؾیبَ ثٝ فطْ ظیط ٘ٛقتٝ ٔی-ثب اؾتفبزٜ اظ ایٗ ضٚـ حُ، ٔؼبزِٝ وٛپُ قسٜ ؾبظٜ

(31)      
   

               
   

           
   

 

              
   

 
                

          

ثتٛاٖ  آ٘ىٝٚ ثطای اؾت  ثٝ فطْ ٔبتطیؽ ثیبٖ قسٜ  DQMپؽ اظ اػٕبَ ضٚـ حُ ػسزی  ( زض ایٗ ٔؼبزِٝ، ذیع ٚضق )

ٔمساض ٚیػٜ اؾتب٘ساضز ٘ٛقت، ثبیس اظ ضطة وطٚ٘یىط  ٔؿئّٝفبوتٛض ٌطفت ٚ ٔؼبزِٝ ضا ثٝ فطْ اظ ٔؼبزِٝ ضا        ٔبتطیؽ 

 اؾتفبزٜ وطز.

(31) 

       [

         

   
    ⏟
  

     ⏟
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 قٛز: ؾیبَ ثٝ فطْ ظیط ٘ٛقتٝ ٔی-ٔؼبزِٝ وٛپُ قسٜ ؾبظٜزض ٟ٘بیت 

(32)                             

                                 

                               

                               

                               

 قٛز: ثٝ نٛضت ظیط ثبظ٘ٛیؿی ٔی        ثب فبوتٛض ٌطفتٗ  32اؾت. زض ازأٝ ضاثغٝ                 ، 32زض ضاثغٝ 

(33)                                                    

                                         

 اؾت. ثٝ ایٗ نٛضت وٝ: ٔمساض ٚیػٜ تكىیُ قسٜقٛز وٝ ٔؿئّٝ  ثب ٔكبٞسٜ ضاثغٝ ثبلا ٔكرم ٔی

(34)                           

(35)                                           

                                   

قٛ٘س وٝ ثطای حُ ٟ٘بیی ٔؿئّٝ، ایٗ  قطایظ ٔطظی ٔؿئّٝ ٘یع ٔب٘ٙس ضٚـ یبز قسٜ ثٝ یه ٔبتطیؽ قطایظ ٔطظی تجسیُ ٔی

 ازغبْ قٛز. 34ٔبتطیؽ قطایظ ٔطظی ثبیس ثب ٔؼبزِٝ 

 

 

 

 

 ًتایج -3

تب نحت ٔؼبزلات اؾترطاج قسٜ ٚ  قٛز یٔ ؿٝیٔٛضٛع، ٔمب بتیآٔسٜ ثب ٔٙبثغ ٔٛخٛز زض ازث ثسؾت حی٘تباثتسا لؿٕت،  ٗیزض ا
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 1/ ضوارُ 5/ دٍرُ 1404هکاًیک هَاد پیطزفتِ ٍ َّضوٌذ/ سال 

CFCFؾپؽ ٘تبیح ٔٛضز٘ظط ثطای قطایظ ٔطظی  قٛز. سییزض حُ ٔؿئّٝ فلاتط تب DQM یزلت ضٚـ ػسز
 قٛز. اضائٝ ٔی 8

 بزرسی صحت ًتایج -3-1

. قٛز یٔ ؿٝیٔٛخٛز زض ٔمبلات ٔطثٛعٝ ٔمب حیوطزٖ ٔطظ فلاتط ثب ٘تب سایپ یثطا DQMحبنُ اظ ضٚـ  حی، ٘تبایٗ لؿٕت زض

ثؼس  ثسٖٚ یىیٙبٔیػسز ٔبخ ضؾٓ قٛز، ثطحؿت فكبض ز بیٞٛا  بٖیآ٘ىٝ فطوب٘ؽ ٔٛزٞب ثطحؿت ؾطػت خط یخب ٔمبلات ثٝ ٗیازض 

اَٚ  ٔطتجٝ ؿتٖٛیپ ٝیاظ حبِت اَٚ ٘ظط ح،ی٘تب ؿٝیٔمب ی. ثطاقٛز یٔ یٔؼطف 211 3 فكبض اظ ضاثغٝ  ٗیاؾت. ا ٞٛا ضؾٓ قسٜ بٖیخط

 [21]ٚ  [11]ٔطاخغ  حیثب ٘تب DQMحبنُ اظ ضٚـ  حیاؾت. زض ازأٝ ٘تب اؾتفبزٜ قسٜ آیس، یثسؾت ٔثرف لجُ  وٝ اظ ضاثغٝ 

 ا٘دبْ قسٜ اؾت. 𝛼=0 ٝیظاٚ یثطا یثطضؾ ٗی. اقٛز یٔ ؿٝیٔمب

 [20[  ٍ ]11] هَرد هطالعِهطخصات ٍرق  1جذٍل 

یبً٘ ٚضقٔسَٚ   ضربٔت ٚضق ػطو ٚضق عَٛ ٚضق ضطیت پٛاؾٖٛ ٚضق چٍبِی ٚضق 
 قطایظ

 ٔطظی

210e+9 GPa 7930 kg/m3 0.33 0.1 m 0.1 m 0.001 m SFSF9 

210e+9 GPa 7930 kg/m3 0.33 1 m 1 m 0.001 m SCSC10 

210e+9 GPa 7930 kg/m3 0.33 1 m 1 m 0.001 m SSSS11 

210e+9 GPa 7930 kg/m3 0.33 0.1 m 0.1 m 0.01 m FCFF12 

 

 

 یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 2ضکل 

 SFSF یهزس طیدر ضزا DQMبعذ اس رٍش  بذٍى

 

[ در 11بعذ اس هقالِ ] بذٍى یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 3ضکل 

 SFSF یهزس طیضزا

 

                                                           
8
 clamp-free-clamp-free 

9
 Simple-free-simple-free 

10
 Simple-clamp-simple-clamp 

11
 Simple-simple-simple-simple 

12
 Free-clamp-free-free 
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 یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 4ضکل 

 SFSF یهزس طیدر ضزا DQMبعذ اس رٍش  بذٍى

 

[ در 11بعذ اس هقالِ ] بذٍى یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 5ضکل 

 SCSC یهزس طیضزا

 

 

 یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 6ضکل 

 SSSS یهزس طیدر ضزا DQMبعذ اس رٍش  بذٍى

 

[ در 11بعذ اس هقالِ ] بذٍى یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 7ضکل 

 SSSS یهزس طیضزا

 

 

 یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 8ضکل 

 FCFF یهزس طیدر ضزا DQMبعذ اس رٍش  بذٍى

 

[ در 20بعذ اس هقالِ ] بذٍى یکیٌاهیًوَدار فزکاًس بزحسب فطار د 9ضکل 

 FCFF یهزس طیضزا

 

ی نحت  زٞٙسٜ ٘كبٖ DQMقسٜ اظ ٔمبلات ثب ٕ٘ٛزاضٞبی ثسؾت آٔسٜ اظ وس ٔتّت ثٝ ضٚـ  ٔمبیؿٝ ٕ٘ٛزاضٞبی اؾترطاج

ٔؼبزلات اؾترطاج قسٜ، ا٘تربة ٔٙبؾت ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ ثٝ ػٙٛاٖ ٔسَ آیطٚزیٙبٔیىی ٚ زلت ثبلای ضٚـ ػسزی 

DQM .ثطای حُ ایٗ ٔؿئّٝ اؾت  
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 1/ ضوارُ 5/ دٍرُ 1404هکاًیک هَاد پیطزفتِ ٍ َّضوٌذ/ سال 

 فلاتز ی بز سزعتکیٌاهیزٍدیآ ییزایه یپاراهتز تیحساس لیتحلًتایج  -3-2

ٌیطز. زض حبِت اَٚ، خّٕٝ  ٔٛضز تدعیٝ ٚ تحّیُ لطاض ٔیزض ایٗ ثرف، زٚ حبِت ٔتفبٚت اظ ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ 

ٔیطاوٙٙسٜ زض ٔسَ آیطٚزیٙبٔیىی زض ٘ظط ٌطفتٝ ٘كسٜ اؾت، زض حبِی وٝ زض حبِت زْٚ، ٔسَ آیطٚزیٙبٔیىی ثٝ نٛضت وبُٔ ثب زٚ 

قٛز. ثٝ  ٔطثٛط ٔی قٛز وٝ خعء ٔٛٞٛٔی ثٝ ٔیطایی ٘بقی اظ ثبضٌصاضی آیطٚزیٙبٔیىی خعء حمیمی ٚ ٔٛٞٛٔی زض ٘ظط ٌطفتٝ ٔی

قٛز. ثطای ایٗ ٔٙظٛض، یه ٚضق  تط ؾطػت فلاتط ٚ ػٛأُ ٔؤثط ثط آٖ، ٔكرهبتی ثطای ٚضق تؼطیف ٔی ٔٙظٛض اضظیبثی زلیك

 1ٔتط زض  1، ثب اثؼبز 1.35ویٌّٛطْ ثط ٔتط ٔىؼت ٚ ضطیت پٛاؾٖٛ  2711ٌیٍبپبؾىبَ، چٍبِی  71آِٛٔیٙیٛٔی ثب ٔسَٚ یبً٘ 

ویٌّٛطْ ثط ٔتط  1.225ٚ قطایظ خٛی ؾغح آظاز زضیب ثب چٍبِی خطیبٖ ٞٛا  CFCF ط، زض قطایظ ٔطظیٔت ٔیّی 5ٔتط ٚ ضربٔت 

ٌیطز. ا٘تربة ایٗ ٔكرهبت ثٝ زِیُ زؾتطؾی آؾبٖ ثٝ ٚضق ثب  ٔتط ثط ثب٘یٝ، ٔٛضز ثطضؾی لطاض ٔی 343ٔىؼت ٚ ؾطػت نٛت 

 .ؾطػت فلاتط تٛؾظ ؾبیط ٔحممبٖ نٛضت ٌطفتٝ اؾت ٞبی ٞب زض ثبظاض ٚ أىبٖ تؿٟیُ قطایظ خٛی ثطای آظٔبیف ایٗ ٚیػٌی

 

 ّای ٍرق هستطیلی رٍی لبِ CFCFًوایص ضزایط هزسی  10ضکل 

ثب فطو ا٘تربة ٔكرهبت یبز قسٜ ثٝ ػٙٛاٖ ٔكرهبت ٚضق ٔٛضز ثطضؾی، ٔطظ فلاتط ثطحؿت ػسز ثسٖٚ ثؼس ٔبخ ثطای زٚ 

 قٛ٘س: ٝ اَٚ ثٝ نٛضت ظیط تؼییٗ ٔیحبِت اَٚ ٚ زْٚ ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ٔطتج

  

 
 ِیحالت اٍل ًظز یبزحسب عذد هاخ بزا ییزایًوَدار ه 11 ضکل

 اٍل هزتبِ ستَىیپ

 
 ِیحالت اٍل ًظز یًوَدار فزکاًس بزحسب عذد هاخ بزا 12ضکل

 اٍل هزتبِ ستَىیپ
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 ِیحالت دٍم ًظز یبزحسب عذد هاخ بزا ییزایًوَدار ه 13 ضکل

 اٍل هزتبِ ستَىیپ

 
 ِیحالت دٍم ًظز یًوَدار فزکاًس بزحسب عذد هاخ بزا 14 ضکل

 اٍل هزتبِ ستَىیپ

ٔمساض زض ٞط زٚ حبِت  ٗیٚ ا افتس یاتفبق ٔ 3.395وٝ فلاتط زض ػسز ٔبخ  قٛز یاضائٝ قسٜ، ٔكرم ٔ یثب تٛخٝ ثٝ ٕ٘ٛزاضٞب

 یطیتأث یىیٙبٔیطٚزیآ یاظ ثبضٌصاض ی٘بق ییطایوٝ زض ٘ظط ٌطفتٗ ٔ زٞٙس ی٘كبٖ ٔ حی٘تب ٗ،یاؾت. ٕٞچٙ ىؿبٖی ؿتٖٛیپ ٝی٘ظط

 ثط ٔمساض ؾطػت فلاتط ٘ساضز.

 

 گیزی ًتیجِ -3-3

ٞب پطزاذتٝ اؾت. ثب اؾتفبزٜ اظ لبِت ٔبتطیؿی زض  ٚ خبٔغ، ثٝ تحّیُ پسیسٜ فلاتط زض ٚضق اضائٝ یه ضٚیىطز ٘ٛیٗ ایٗ تحمیك ثب

پسیسٜ  تطی اظ زضن ػٕیك زٞس، ثّىٝ ؾطػت حُ ضا اضتمب ٔی ٔغبِؼٝ ٘ٝ تٟٙب زلت ٚٚ ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ٔطتجٝ اَٚ، ایٗ  DQM ضٚـ

ػٙٛاٖ ٔسَ  ثط اؾبؼ فطضیبت ویطقٟف اؾترطاج قسٜ ٚ ٘ظطیٝ پیؿتٖٛ ثٝ زٞس. ٔؼبزِٝ حطوت ٚضق زؾت ٔی فلاتط ثٝ

ی آیطٚزیٙبٔیىی تأثیطی ثط ٔمساض ٌطفتٗ ٔیطایی ثبضٌصاض زٞٙس وٝ زض ٘ظط ٘تبیح ٘كبٖ ٔی .ٌطفتٝ قسٜ اؾت آیطٚزیٙبٔیىی ثٝ وبض

ؾغح  ٔتط، زض قطایظ ٔیّی 5ٔتط ٚ ضربٔت  1ٔتط زض  1ؾطػت فلاتط ٘ساضز. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ، ثطای یه ٚضق آِٛٔیٙیٛٔی ثب اثؼبز 

 زٞس. ایٗٔبخ( ضخ ٔی 3.395)ٔؼبزَ  615ثؼس  ، اِٚیٗ پسیسٜ فلاتط زض فكبض زیٙبٔیىی ثسCFCFٖٚ ٚ ثب قطایظ ٔطظی آظاز زضیب

ثب اضائٝ یه ضٚیىطز وبضآٔس ٚ  وٙس، ثّىٝ زض ایٗ ظٔیٙٝ ػُٕ ٔی تحمیمبت آیٙسٜ یه پبیٝ اؾبؾی ثطای ٘ٝ تٟٙب ثٝ ػٙٛاٖ تحمیك

 .ٞبی آئطٚزیٙبٔیىی ثطزاقتٝ اؾت زض پیكجطز زا٘ف ٟٔٙسؾی زض تحّیُ پسیسٜ زلیك، ٌبٔی ٟٔٓ
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