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K E Y W O R D S  

 

A B S T R A C T  

Non-local Strain Gradient 

Theory, 

Buckling of the beam, 

Composite, 

Graphene nanoplatelets. 

Given the increasing use of nanotechnologies in human life and the significance of nano-

electromechanical systems, this paper investigates the buckling and post-buckling behavior of 

Euler-Bernoulli (EB) composite beams (CB) reinforced with graphene nanoplatelets (GPLs), 

considering the nonlocal strain gradient theory (NSGT). Initially, the elastic properties of the 

nanocomposite reinforced with GPLs were calculated using the rule of mixtures and the Halpin-

Tsai (HT) micromechanical model. Subsequently, the governing equations (GE) for the EB beam 

were derived using the virtual work principle, the NSGT, and the von Kármán (VK) strain field. 

These equations were analytically solved, and the achieved findings were checked against those 

found in existing studies, showing excellent agreement. Finally, the effects of varying the weight 

fraction and distribution of GPLs in the composite, changes in nonlocal parameter (NP) and strain 

gradient (SG) parameter, as well as the ratio of beam's length to beam’s thickness, on the critical 

buckling load were examined and as a results for a constant weight fraction, the critical buckling 

load is highest in the X pattern, followed by the U and O patterns. 

Extended Abstract 

 Introduction 

onsidering that classical continuum theories have a deficiency in studying the mechanical behavior of 

nanostructures—specifically, they overlook the voids between atoms and the atomic forces within 

particles, ignoring the core physics and dimensions of the problem—this assumption becomes invalid at 

the nano-scale. Due to the high cost of experimental tests at the nano-scale, generalized continuum mechanics 

theories have been developed [1]. One of these generalized continuum mechanics theories is the NSGT [1, 2]. The 

growing use of nanotechnologies in various industries and the limitations of classical continuum mechanics in 

analyzing nano-scale, systems have led to the widespread adoption of generalized continuum mechanics theories. 

Some research studies that have utilized these theories in solving various problems are listed below. 

In a study by Wu et al. [3], nonlinear resonance in composite nanobeams reinforced with GPLs subjected to 

external harmonic excitation was investigated based on the nonlocal strain theory. They extracted the GE using 

the HT theory, the rule of mixtures, and Hamilton's principle, solving them using the generalized differential 
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quadrature method. Finally, they examined the impacts of nanoplatelet weight fractions for different distributions 

on the natural frequency. 

Ghandourah et al. [4] used multilayered nanocomposite plates reinforced with graphene to enhance strength, 

structural stiffness, and reduce the weight of the nanoplates. They applied the modified HT model and the rule of 

mixtures to compute the effective Young's modulus along the plate thickness direction, as well as Poisson’s ratio 

and mass density. They used an analytical Galerkin approach to solve the equilibrium equations governing the 

nanoplate. Ultimately, they examined the effects of nonlocal scale parameters, SG scale parameters, graphene 

distribution patterns, and weight fractions on the bending and buckling behavior of the plate. 

Khorshidi et al. [15] investigated the buckling of rectangular functionally graded nanoplates considering 

surface effects. They used the Mori-Tanaka model to define material properties and considered the displacement 

field according to the modified shear deformation theories. Nonlocal effects and surface effects were incorporated 

into the GE. Using the Galerkin method, they resolved the equations and analyzed the influence of parameters 

such as surface residual stress, thickness-to-length ratio, width-to-length ratio, and NP on the critical buckling 

load. 

In another study, Khorshidi et al. [16] examined energy harvesting from heterogeneous beams with 

piezoelectric layers using modified shear deformation theories. After deriving and solving the GE, they 

investigated the impact of various parameters on the vibrational specifications and energy harvesting performance 

of the system. 

Hosseini-Hashemi et al. [17] studied the free vibrations of non-uniform and non-homogeneous beams with 

non-classical boundary conditions. After deriving and computing the GE, they analyzed the influence of frequency 

parameters and mode shapes. 

Taheri and Ghane [18] investigated the effects of various parameters on the tensile strength, flexural strength, 

and impact resistance of hemp-reinforced composites. They employed the E-fast sensitivity analysis method and 

concluded that the molding temperature had the highest impact on the compression molding process. 

Reviewing previous research on the implementation of generalized continuum mechanics theories, such as 

NSGT, in nanocomposite structures reinforced with GPLs reveals that the buckling and post-buckling behavior of 

Euler-Bernoulli CB reinforced with GPLs have not been studied using the NSGT. Therefore, in this paper, the 

buckling and post-buckling behavior of an Euler-Bernoulli CB reinforced with GPLs will be investigated. First, 

the governing buckling equations will be derived using the virtual work principle, the NSGT, the VK strain field, 

and the classical beam theory. After solving the equations, the effects of NP, strain gradient theory (SGT) 

parameters, weight fractions, and various distribution patterns of GPLs on the buckling and post-buckling behavior 

of the beam will be examined.  

 Fundamental Equations 

As discussed in the previous section, this study investigates the buckling and post-buckling behavior of a size-

dependent EB beam with simply supported boundary conditions at the beam’s endpoints. Figure 1 illustrates the 

Euler-Bernoulli beam under these boundary conditions. 

 
Figure 1. Size-dependent EB beam with simple supports at both ends 

The displacement field governing the EB beam is expressed as follows, where U1 is the displacement in the x-

axis, V1 is the displacement in the y-axis, and W1 is the displacement in the z-axis. 

(1) 𝑈1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑉1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 0, 𝑊1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

Based on the VK strain theory and the displacement field presented in Equation 1, the nonlinear strain field is 

calculated as follows: 
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(2) 𝜀𝑥𝑥
(0)

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(
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In the NSGT [19], the stress field accounts for both the nonlocal elastic stresses and the stresses from the SGT. 

Therefore, the general stress equation is written as follows: 

(3) (1 − (𝑒𝑎)2
𝜕2

𝜕𝑥2) 𝜎𝑥𝑥 = 𝐸 (1 − 𝑙𝑠
2

𝜕2

𝜕𝑥2) 𝜀𝑥𝑥 

Where E is the elastic stiffness, ea is the NP, and ls is the SG length parameter. 

To derive the governing equilibrium equations, the first-order variations of the strain energy δU and the first-

order variations of the external work δW are computed. Then, using the calculus of variations and the virtual work 

principle, the equilibrium equations are derived. The equilibrium equations and boundary conditions, assuming 

zero external forces, are obtained in the following form: 

(4) 
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The second part of Equation 4, in terms of the displacement functions, is expressed as follows: 

(5) (1 − (𝑒𝑎)2 𝜕2

𝜕𝑥2) {(𝑁0 −
𝑏𝐴11

2𝐿
∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2
𝑑𝑥

𝐿

0
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𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 } + (1 − 𝑙𝑠
2 𝜕2

𝜕𝑥2) 𝑏𝐷11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 = 0  

To non-dimensionalize Equation 5, the following parameters are introduced, where I represents the moment of 

inertia of the cross-sectional area [20]: 

(6) 

𝑥 = 𝐿𝑋, 𝑤 = 𝐿𝑊, 𝑒𝑎 = 𝜆𝑁𝐿𝐿,

𝑙𝑠 = 𝜆𝑆𝐺𝐿, 𝛽1 =
𝐿2𝑁0

𝑏𝐷11
, 𝛽2 =

𝐿2𝐴

2𝐼
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2
𝑑𝑋

1

0
  

Using these equations and substituting them into the previous equations, the governing dimensionless equation 

and boundary conditions are extracted. 

(7) 
𝜆𝑆𝐺

2
𝑑6𝑊

𝑑𝑋6 − (𝜅𝜆𝑁𝐿
2 − 𝛽1𝜆𝑁𝐿

2 + 1)
𝑑4𝑊

𝑑𝑋4 + (𝜅 − 𝛽1)
𝑑2𝑊

𝑑𝑋2 = 0 

𝑊|0
1 = 0,

𝑑4𝑊

𝑑𝑋4 |0
1 = 0,

𝑑2𝑊

𝑑𝑋2 |0
1 = 0 

After solving the above equation and applying the boundary conditions, the following equation is obtained: 

(8) 𝑊(𝑋) = ±
2

√𝛽2
√

𝛽1

𝑚2𝜋2
−

1+𝑚2𝜋2𝜆𝑆𝐺
2

1+𝑚2𝜋2𝜆𝑁𝐿
2 sin(𝑚𝜋𝑋)  

 Mechanical Properties of CB reinforced with GPLs 

The mechanical specifications of the CB reinforced with GPLs employed in this study are presented in Table 

1. 

Table 1. Material Properties Used in the Beam [21] 

GPL Epoxy Property 

1010 3 Young's modulus (GPa) 

1062.5 1200 Density (kg/m3) 

0.186 0.34  
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In the present work, three categories of symmetric distribution patterns for GPLs in the composite beam are 

considered: U, X, and O distribution patterns. The distribution of these patterns is shown in Figure 2. 

   

Figure 2. Symmetric distribution patterns of GPLs in the composite beam. 

It is assumed that the number of composite layers reinforced with graphene, NL, is an even number [21]. The 

volume fraction of GPL for the i-th layer of the beam, 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

, is computed for various patterns by next equations 

[21]: 

(9) 𝑈 − 𝐺𝑃𝐿𝑅𝐶: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

= 𝑉̃𝐺𝑃𝐿 

(10) 𝑋 − 𝐺𝑃𝐿𝑅𝐶: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

= 2𝑉̃𝐺𝑃𝐿

|2𝑖 − 𝑁𝐿 − 1|

𝑁𝐿
 

(11) 𝑂 − 𝐺𝑃𝐿𝑅𝐶: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

= 2𝑉̃𝐺𝑃𝐿 (1 −
|2𝑖 − 𝑁𝐿 − 1|

𝑁𝐿
) 

Where 𝑉̃𝐺𝑃𝐿 is the total volume fraction of GPLs [17]. 

(12) 𝑉̃𝐺𝑃𝐿 =
𝑊𝐺𝑃𝐿

𝑊𝐺𝑃𝐿 + (1 − 𝑊𝐺𝑃𝐿) (
𝜌𝐺𝑃𝐿

𝜌𝑚
)
 

In the above equation, WGPL is the overall weight fraction of GPLs in the beam. 

To compute the effective Young's modulus for each layer of the CB reinforced with GPLs, the modified HT 

micromechanical model is used, as expressed by the following equation [21]: 

(13) 𝐸(𝑖) =
3

8
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Where ξL and ξT are the geometric factors of the GPLs, computed from the next equation. In this equation, bGPL

, tGPL and  aGPL, represent the width, thickness and length of the graphene nanofillers, respectively. 

(14) 𝜉𝐿 = 2 (
𝑎𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
) , 𝜉𝑇 = 2 (

𝑏𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
)  

Based on the rule of mixtures, the density ρ(i) and Poisson's ratio ν(i) for each layer of the CB reinforced with 

GPLs are calculated by next equations: 

(15) 𝜌(𝑖) = 𝜌𝑚 𝑉𝑚
(𝑖)

+ 𝜌𝐺𝑃𝐿 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

  

(16) 𝜈(𝑖) = 𝜈𝑚 𝑉𝑚
(𝑖)

+ 𝜈𝐺𝑃𝐿 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

  

In these equations, Vm
(i) = 1 − VGPL

(i)   is the matrix volume fraction for each layer. 

 
Figure 4.  Dimensionless Displacement vs. buckling load 
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 Solution Validation 

To validate the solution for an isotropic material, the dimensionless transverse displacement 𝑊∗ = 𝑊(0.25) 

as a function of the dimensionless buckling load 𝑁∗ = 𝛽1 𝜋2⁄   is compared with the results of Li and Hu [20]. This 

comparison is made for two cases, NL=SG=0.5 and NL=1,SG=0.5, assuming L/h=10, showing an excellent 

agreement. Figure 4 illustrates this comparison. 

 Results and Discussion 

This part examines the effects of weight fraction variation, NP and SG parameter, and L/h ratio on the buckling 

and post-buckling behavior of the beam, with material properties according to Table 1. 

Figure 5 presents the change in non-dimensional mid-span displacement versus dimensionless buckling load 

for different GPL distribution patterns, with NL=SG=0.5 and L/h=10. As indicated, increasing the weight fraction 

from 0.3% to 0.7% increases the critical buckling load. This occurs because the beam's stiffness increases, reducing 

the mid-span displacement. 

 
(b) 

 
(a) 

 
(c) 

Figure 5. Dimensionless Mid-span Displacement vs. buckling load for Various Weight Fractions and Distributions (a) U-

GPLRC, (b) X-GPLRC, (c) O-GPLRC 

Figure 6 compares the dimensionless mid-span displacement for various GPL distribution patterns versus the 

dimensionless buckling load for a 0.5% weight fraction, NL=SG=0.5, and L/h=10. The findings show that the 

highest critical buckling load occurs first in the X pattern, then in the U pattern, and finally in the O pattern. This 

is because reinforcing the bottom and top edges of the beam with GPLs increases the beam’s resistance to buckling, 

reducing the transverse displacement at mid-span. 

 
Figure 6. Comparison of Dimensionless Mid-span Displacement for Various GPL Distribution Patterns 

Figure 7 shows the graphs of non-dimensional mid-span displacement changes versus the non-dimensional 

buckling load for various GPL distribution patterns. These graphs are based on different L/h ratios, a weight 

fraction of 0.5%, and NL=SG=0.5. 
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(b) 

 
(a) 

 
(c) 

Figure 7. Dimensionless Mid-span Displacement vs. buckling load for Various L/h Ratios and Distributions (a) U-GPLRC, (b) 

X-GPLRC, (c) O-GPLRC 

As seen, increasing the L/h ratio from 10 to 20 reduces the beam’s buckling resistance, thereby decreasing the 

critical buckling load. This result is consistent across all GPL distribution patterns. 

Figure 8 shows the effects of NP and SG parameter on the critical buckling load and mid-span transverse 

displacement for different GPL distribution patterns. This graph assumes a 0.5% weight fraction and L/h=10. It is 

observed that when the NP exceeds the SG parameter, the critical buckling load is lower than in the case where 

the NP is smaller. In situations where the NP is smaller, the beam exhibits greater resistance to buckling, thereby 

reducing the mid-span displacement. 

 
(b) 

 
(a) 

 
(c) 

Figure 8. Dimensionless Mid-span Displacement vs. buckling load for Various NP and SG parameter (a) U-GPLRC, (b) X-

GPLRC, (c) O-GPLRC 
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 Conclusion 

Present work investigates the buckling and post-buckling behavior of an Euler-Bernoulli CB reinforced with 

GPLs, incorporating the NSGT. By using the rule of mixtures and the HT model, the elastic characteristics of the 

graphene-reinforced nanocomposite were computed, followed by the extraction of GE according to the rule of 

virtual work, NSGT, and VK strain field. The equations were then analytically solved and analyzed to assess the 

effects of NP, SG parameter, weight fraction variations, GPL distribution patterns, and the L/h ratio on the beam’s 

buckling and post-buckling behavior. Key findings include: 

 Increasing the weight fraction from 0.3% to 0.7% increases the critical buckling load. 

 With increased weight fraction, the beam's buckling resistance increases, reducing the mid-span 

displacement. 

 For a constant weight fraction, the critical buckling load is highest in the X pattern, followed by the U 

and O patterns. 

 Reinforcing the top and bottom edges of the beam with GPLs enhances its buckling resistance. 

 Increasing the L/h ratio from 10 to 20 decreases the critical buckling load. 

 The critical buckling load is lower when the NP is greater than the SG parameter. 

 If NP is smaller than SG parameter, the beam demonstrates greater resistance to buckling, resulting in 

decreased mid-span displacement. 
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ای هی رفتار کمانشی و پسا کمانشی تیر کامپوزیتی تقویت شده با نانو پلاکتمطالعه

 گرافنی با در نظر گرفتن تئوری گرادیان کرنش غیر موضعی

 *الفاحمد حقانی
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 چکیده  واژگان کلیدی 

تئئئئئوری گرادیئئان 

 ،کرنش غیرموضعی

 ،تیر کمانش

  ،کامپوزیت

هئئای نئئانئئوپلاکئئت

 .گرافنی

های نانو ها نانو در زندگی انساااان و اهمیت سااایسااات  ی روز ازاون از زناوریباا توه  ب  ازاای  اساااتفاده  

با  شدهیتقوتبرنولی کامپوزیتی  -تیر اویلر ، این مقال  ب  بررسای رزتار کمانشی و پسا کمانشی یکیالکترومکان

ک پردازد. ابتدا خواص الاستیهای گرازنی با در نظر گرزتن تئوری گرادیان کرن  غیر موضایی می نانو پلاکت

 مدل میکرومکانیکی ها ومخلوط انونبا اساااتفاده از  های گرازنی با نانو پلاکت شااادهیتتقو ناانوکاامپوزیت  

برنولی با استفاده از اصل کار مجازی، تئوری  -تسای، محاسب  شد. سپس میادلات حاک  بر تیر اویلر -هالپین

 صااورتب  آمدهدسااتب گرادیان کرن  غیرموضاایی و میدان کرن  زون کارمن، اسااتخراد گردید. میادلات 

ایج نتبا نتایج موهود در منابع دیگر مقایسااا  گردید ک   آمدهدساااتب نتایج  ،زآناپستحلیلی حل شااادند و 

در  گرازنی هایاثرات تغییر کسر وزنی و چگونگی توزیع نانو پلاکت یتدرنهاداد. مطابقت بسیار خوبی را نشان 

ی بار بر روتیر نسبت طول ب  ضخامت همچنین ، تغییر پارامترهای غیرموضایی و گرادیان کرن  و  کامپوزیت

آمد ک  برای یک کسر وزنی ثابت، بیشترین بار  ب  دستو این نتیج   کمان  بحرانی مورد بررسای  رار گرزت 

 ازتد.اتفاق می Oدر الگوی توزیع  یتدرنهاو  Uسپس در الگوی توزیع  Xکمان  بحرانی ابتدا در الگوی توزیع 

 43/42/3443تاریخ دریافت: 

 23/42/3443تاریخ بازنگری:

 22/42/3443 تاریخ پذیرش:

 مقدمه -3

اشند بهای پیوست  کلاسیک، در مطالی  رزتار مکانیکی نانوساختارها دارای این نقص میهای محیطنظری با توه  ب  اینک  

شود یم نظرصرفها و نیروهای اتمی درون ذره در مقابل زیایک و ابیاد اصلی مسئل  ها از زضاهای خالی بین ات ک  در این تئوری

های تجربی در مقیاس نانو، آزمای  پرهاین  بودنب  همین خاطر با توه  ب   ،توان مطرح نموددر مقیاس نانو این زرض را نمی و

های پیوست  های مبتنی بر مکانیک محیط. یکی از تئوری[3]های پیوست  تیمی  یازت  مطرح شدند های مکانیک محیطتئوری

های نانو در صنایع مختلف و ضیف زناوری روزازاونی توسی . [2 و3]باشد می یمی  یازت ، تئوری گرادیان کرن  غیر موضییت

های تئوری ی گسترده ازهای با مقیاس نانو، منجر ب  استفادهی کلاسیک در تحلیل سیست های پیوست های مکانیک محیطتئوری

وان تدر حل مسائل مختلف استفاده نمودند می هاتحقیقاتی ک  از این تئوری ازهمل های پیوست  تیمی  یازت  شد. محیطمکانیک 

   ب  موارد زیر اشاره نمود.

رهای یی تشدید غیرخطی در نانوتدر تحقیق حاضر، بر اساس نظری  کرن  غیرموضیی، ب  بررسی پدیده [3]وو و همکاران 

ها میادلات حاک  را با استفاده از پرداختند. آن های گرازنی تحت تحریک هارمونیک خارهیشده با پلاکتکامپوزیتی تقویت

mailto:a.haghani117@gmail.com
mailto:a.haghani117@gmail.com
mailto:a.haghani117@gmail.com
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نمودند.  حل 2ع دیفرانسیل تیمی  یازت یربتروش استخراد و توسط  3ها و اصل همیلتونهالپین تسای،  انون مخلوطتئوری 

 های مختلف ب  روی زرکانس طبییی مورد مطالی   رار گرزت.ها برای توزیعاثرات کسر وزنی پلاکت، یتدرنها

بهبود سختی ساختاری، استحکام و کاه  وزن نانوصفح ، از صفحات چند لای  نانوکامپوزیت  ب  منظور [4] ندوراه و همکاران 

 مؤثربرای محاسب  مدول یانگ  هاو  انون مخلوط 3تسای ه هالپینمدل اصلاح شدها از آن. استفاده نمودندشده با گرازن تقویت

ز ا برای حل میادلات تیادل حاک  بر نانوصفح  نمودند. استفاده در امتداد ههت ضخامت و نسبت پواسون و چگالی هرمی صفح 

وش گرادیان رتأثیرات پارامتر مقیاس غیر موضیی، پارامتر مقیاس  ،یتدرنهااستفاده نمودند.  یک رویکرد تحلیلی از روش گالرکین

 گرازن روی رزتار خم  و کمان  صفح  مورد بررسی  رار گرزت.  یکسر وزن و الگوی توزیع کرن ،

ایط با دو شر ازنشده با گرکمان  غیرخطی و ارتیاش اهباری تیرهای منحنی کامپوزیتی تقویتب  بررسی  [5]گان و شی 

برنولی میادلات حاک  را استخراد نمودند و سپس اثرات شیاع تیر -ها با استفاده از تئوری تیر اویلرآن .پرداختندمرزی مختلف 

و پارامترهای پای  الاستیک بر روی کمان  غیرخطی  گرازن ، کسر هرمیگرازنهای تیداد لای  مختلف گرازن، هایتوزیعمنحنی، 

 .بررسی  رار دادندیاش اهباری ب  ترتیب مورد و رزتار ارت

ن های گرازپلاکت باشده کمان  تیرهای کامپوزیتی تقویت اکمان  حرارتی و پسب  بررسی رزتار  [3]یینگ و همکاران 

هالپین تسای و مدل  استفاده ازها خواص مواد را با آن .پرداختندهای الاستیک غیرخطی  رار دارند، ک  بر روی پای  چندلای 

از تئوری تیر تغییر شکل را با توه  ب  اصل کار مجازی، میادلات غیرخطی حاک  برای تیر ها محاسب  نمودند و  انون مخلوط

اثرات نیروی محوری، شرایط  یتدرنها وحل شدند تربیع دیفرانسیل میادلات حاک  ب  روش  .آوردند برشی مرتب  اول ب  دست

 .رزتگبررسی  رار مورد کمان   ا، و ضریب پی الاستیک بر کمان  حرارتی و پسگرازن، الگوی توزیع گرازنمرزی، کسر وزنی 

ها دند. آنی را بررسی کری گرازنهاپلاکت با شدهپایداری حرارتی غیرخطی تیرهای کامپوزیت تقویت [7]بابایی و همکاران 

ها خواص ماده را تییین نمودند و سپس میادلات حاک  بر تیر را با زرض تئوری تسای و  انون مخلوط-با استفاده از  انون هالپین

ص اولی ، پای  الاستیک و نق یراتتأثبا زرض  یتدرنهاو میدان کرن  زون کارمن استخراد کردند. تغییر شکل برشی مرتب  سوم 

 های گرازنی را بر روی پایداری حرارتی تیر بررسی نمودند. توزیع پلاکتپای ، هندس  تیر، کسر وزنی و الگوهای  اثرات پارامترهای

ت  ساخ میکرو / نانوصفحات، کمان  و پسا کمان  های ارتیاشی خطی و غیرخطیویژگیی ب  مطالی  [0]سهمانی و همکاران 

ز ها با استفاده ااست، پرداختند. آنمحوری بارگذاری شده  صورتب های گرازنی ک  با پلاکت شدهتیتقوشده از مواد متخلخل 

ها خواص مکانیکی ماده را تییین نمودند و سپس ب  کمک تئوری گرادیان کرن ، میادلات تسای و  انون مخلوط- انون هالپین

برای یک مقدار خاص از انحراف  ب  این نتیج  رسیدند ک   یتدرنهاحرکت را استخراد و ب  کمک روش گالرکین حل کردند. 

 شود.کمان  می ادر هر دو رژی  پی  کمان  و پس صفح ، ازاای  مقدار ضریب تخلخل منجر ب  ازاای  نسبت زرکانس

های لاکتنانوپ با شدهیتتقومپوزیتی میکروتیرهای کا شده، ارتیاش آزادبر اساس تئوری گرادیان کرن  اصلاح [9] ژانگ و یائو

انون  تسای و -با استفاده از مدل هالپین ی راابتدا خواص مواد کامپوزیتها آند. دادنپای  الاستیک مورد مطالی   رار را روی گرازن 

را  حاک  یدیفرانسیلمیادلات و اصل همیلتون،  شدهاصلاحس با استفاده از تئوری گرادیان کرن  سپ ها محاسب  نمودند ومخلوط

 یهای گرازنشکل هندسی نانوپلاکت و تأثیرات توزیع، کسر هرمی، 4روش ناویرپس از حل میادلات ب   یتدرنهاب  دست آوردند. 

 .گرزتب  تفصیل مورد بحث  رار  ی میکروتیربر رزتارهای ارتیاش

های کمان  بیدی، برای مطالی  خم ، ارتیاش و پاسخ 3س تئوری شب  یک مدل المان محدود بر اسا [30]زام و همکاران 

را  شدهاثرات الگوهای توزیع و حج  کسری مواد تقویتها آن. ارائ  کردند های گرازنیبا نانو پلاکت شدهیتتقو تیرهای منحنی

 بررسی نمودند. خم ، ارتیاش و کمان  تیرهای منحنی روی

تواند برای مطالی  رزتار استاتیکی، دینامیکی ک  می کردندیک روش عددی چند مقیاسی را پیشنهاد  [33]ژانگ و همکاران 

های اثرات شرایط مرزی، توزیع پلاکت یتدرنهاهای گرازن استفاده شود. شده با پلاکتتقویت کامپوزیتیو کمانشی تیرهای 

 ند.، مورد مطالی   رار گرزتابیاد هندسی ساختاری بر عملکرد استاتیکی و دینامیکی تیرو  گرازن، پارامترهای میکروسکوپی

                                                           
1 Hamilton Principle 
2 generalized differential quadrature method 
3 Modified Halpin-Tsai model 
4 Navier method 



 احمد حقانی 338

 

 2/ شماره 4/ دوره 3443مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

 بسترروی  بر 5نوع لوی گرازنهای پلاکتبا  شدهیتتقوکامپوزیتی چند لای  کمان  نانوصفحات  [32]و همکاران  یمحمدشاه

 حلیلی،ت حلراهبا استفاده از یک  هاآن .کردندبررسی ، ول غیرموضیی اصلاح شدهبا استفاده از تئوری صفح  مرتب  ا را الاستیک

طالیات میک مییار مفید برای اعتبارسنجی سایر  عنوانب  تواندمیآمده دستنتایج ب  را حل نمودند ک حاک   یمیادلات دیفرانسیل

 استفاده شود.مرتبط 

 هاپرداختند. آنبرنولی -های اویلرتیرنانو یاندازهب ب  مطالی  ناپایداری و ارتیاش غیرخطی وابست   [33]حسینی و همکاران 

ی حاک  بر نانوتیرها را دیفرانسیل تگرادیان کرن  غیرموضیی میادلا و تئوری 3زون کارمن همیلتون، میدان کرن زرض اصل با 

ثرات دامن  اولی ، نیروی الکترواستاتیک، مقیاس طول، پارامتر اسپس  حل کردند. 7روش هموتوپیآوردند و توسط  ب  دست

 نانوتیر محاسب  گردید.غیرموضیی و شرایط مرزی بر رزتار الکترومکانیکی 

رها در تیغیرموضیی  کرن  یک بررسی هامع مربوط ب  استفاده از مدل مکانیک پیوست  گرادیان [34] هورشری و رودباری

، های مختلف مانند ارتیاشبارگذاری صفح  و تیر تحت ، رزتار مکانیکیبررسی. در این فحات وابست  ب  اندازه انجام دادندو ص

 .مورد مطالی   رار گرزتانتشار مود، و رزتار کمان  

ند.  رار دادبررسی را مورد های تابیی مدرد مستطیلی با در نظر گرزتن اثر سطح کمان  نانو ورق [35]خورشیدی و همکاران 

های تغییر شکل برشی تئوری را طبق میدان هابجاییاستفاده کردند و تاناکا -تیریف خواص مواد از مدل موری منظورب ها آن

 یتدرنهاآوردن میادلات حاک  لحاظ گردید.  ب  دستدر سطح و اثرات  موضییاثرات غیر  همچنین. در نظر گرزتندشده اصلاح

تن  با یمانده سطح، نسبت ضخامت ب  طول،  ی نظیرهایاثر پارامتربا استفاده از روش حل گالرکین میادلات را حل نمودند و 

 بحرانی در نظر گرزتند.بر روی بار بحرانی کمان   موضیی راپارامتر غیر  و نسبت عرض ب  طول

غییر تهای های ناهمگن با لای  پیاوالکتریک با استفاده از تئوریب  بررسی برداشت انرژی از تیر [33]ی و همکاران خورشید

پارامترهای مختلف بر مشخصات  یرتأثها، پس از یازتن میادلات حاک  و حل آن یتدرنها. تندپرداخ شدهاصلاحشکل برشی 

 مورد بررسی  رار گرزت.ژی سیست  ارتیاشی و برداشت انر

مورد  با شرایط مرزی غیرکلاسیکرا غیر همگن  و یریکنواختغشات آزاد تیرهای ارتیا [37]حسینی هاشمی و همکاران 

را مورد مطالی   مودهاهای زرکانسی و شکل پارامتراثر  ها پس از یازتن میادلات حاک  و حل این میادلات،بررسی  رار دادند. آن

   رار دادند.

ای هکامپوزیتای پارامترهای مختلف بر استحکام کششی، مقاومت خمشی و مقاومت ضرب  اثرب  بررسی  [30]طاهری و  انع 

رسیدند  ب  این نتیج  استفاده نمودند وزست -از روش آنالیا حساسیت ای ها در این بررسیتوسط کنف پرداختند. آن شدهیتتقو

 دارد.گیری زشاری  البگذاری را در زرآیند تأثیر بیشترین گیریدمای  البک  

رادیان نظیر تئوری گ یازت ی تیمی های پیوست های مکانیک محیطاستفاده از تئوری یین درزم شدهانجامبا مرور تحقیقات 

 حالاب تدریازت ک  توان های گرازنی، میبا نانو پلاکت شدهیتتقوهای کامپوزیتی کرن  غیر موضیی و استفاده از آن در سازه

ر موضیی های گرازنی توسط گرادیان کرن  غیبا نانوپلاکت شدهیتتقوولی کامپوزیتی نبر -رزتار کمان  و پسا کمان  تیر اویلر

 شدهیتتقو برنولی کامپوزیتی -پسا کمان  یک تیر اویلربررسی نشده است. ب  همین خاطر در این مقال  ب  بررسی رزتار کمان  و 

شود. بنابراین ابتدا با استفاده از اصل کار مجازی، تئوری گرادیان کرن  غیر موضیی، میدان های گرازنی پرداخت  میبا نانوپلاکت

حل، اثرات پارامتر غیر گردد و پس از کارمن و تئوری تیر کلاسیک، میادلات حاک  بر کمان  تیر استخراد می-کرن  زون

های گرازنی روی رزتار کمان  و پسا های مختلف نانوپلاکتتوزیعالگوی موضیی، پارامتر تئوری گرادیان کرن ، کسر وزنی و 

 گیرد.کمان  تیر مورد بررسی  رار می

 معادلات اساسی -2
وابست   برنولی-ک  در  سمت  بلی مطرح شد، در این تحقیق ب  بررسی رزتار کمان  و پسا کمان  یک تیر اویلر طورهمان

                                                           
5 Levy Type 
6 Von Karman 
7 Homotopy method 
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برنولی با شرایط مرزی ذکر شده  -تیر اویلر 3شود. شکل ساده در دو انتهای تیر پرداخت  می گاهی تکتحت شرایط مرزی  اندازه ب 

 دهد.را نشان می

 
 ساده در دو انتها گاهیهتکبرنولی وابسته به اندازه تحت -تیر اویلر 3شکل 

 x، 1Vهابجایی در امتداد  1Uک  در این رابط  شود ی زیر ارائ  میمیدان هابجایی حاک  بر تیر اویلر برنولی مطابق رابط 

 باشند.می zهابجایی در راستای  1Wو  yهابجایی در راستای 

(3) 𝑈1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑉1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 0, 𝑊1(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

زیر محاسب   صورتب ، میدان کرن  غیرخطی 3ی تئوری کرن  زون کارمن و میدان هابجایی ارائ  شده در رابط  بر اساس

 گردد.می

(2) 𝜀𝑥𝑥
(0)

=
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
, 𝜀𝑥𝑥

(1)
=

𝜕𝜀𝑥𝑥

𝜕𝑥
 

الاستیک غیرموضیی و تن  تئوری گرادیان  هایتن هر دو میدان تن  ناشی از  [39]در تئوری گرادیان کرن  غیرموضیی 

 شود.زیر نوشت  می صورتب تن  کلی ی رابط د. بنابراین نگردکرن ، لحاظ می

(3) (1 − (𝑒𝑎)2
𝜕2

𝜕𝑥2
) 𝜎𝑥𝑥 = 𝐸 (1 − 𝑙𝑠

2
𝜕2

𝜕𝑥2
) 𝜀𝑥𝑥 

 د.نباشطول گرادیان کرن  میپارامتر  slپارامتر غیرموضیی و  eaسختی الاستیک،  Eاین رابط   ک  در

 Wو تغییرات مرتب  اول کار نیروهای خارهی  U، ابتدا تغییرات مرتب  اول انرژی کرنشی تیادل حاک ت برای یازتن میادلا

 گردد. حاصل میتیادل میادلات  اصل کار مجازیمحاسب  شده و سپس ب  کمک حساب تغییرات و 

 گردد.تئوری گرادیان کرن  غیر موضیی از رابط  زیر محاسب  می بر اساس Uتغییرات مرتب  اول انرژی کرنشی 

(4) 𝛿𝑈 = ∫ (𝜎𝑥𝑥 −
𝜕

𝜕𝑥
𝜎𝑥𝑥

(1)
)

𝑉

𝛿𝜀𝑥𝑥
(0)

𝑑𝑉 + ∫𝜎𝑥𝑥
(1)

𝛿𝜀𝑥𝑥
(0)

𝑑𝐴
𝐴

 

حاصل تغییرات مرتب  اول انرژی کرنشی ، ها ب ها  یریگانتگرالو استفاده از روش  4ی در رابط  2ی از هایگذاری رابط 

 گردد.می

(5) 

𝛿𝑈 = 𝑁𝛿𝑢|0
𝐿 + (𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀

𝜕𝑥
) 𝛿𝑤|

0

𝐿

− 𝑀𝛿 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)|

0

𝐿

 − ∫ [
𝜕𝑁

𝜕𝑥
𝛿𝑢 + (

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) +

𝜕2𝑀

𝜕𝑥2
) 𝛿𝑤]

𝐿

0

𝑑𝑥 −𝑀(1)𝛿 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)|

0

𝐿

+ 𝑁(1)𝛿 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

)|
0

𝐿

 

 گردند.زیر محاسب  می وابطد و طبق رنباشممان خمشی برآیند می Mبرآیند و  نیروی Nک  در این رابط  

(3) 
𝑁 = 𝑁(0) −

𝜕𝑁(1)

𝜕𝑥
 

𝑁(0) = ∫𝜎𝑥𝑥𝑑𝐴
𝐴

, 𝑁(1) =
𝜕

𝜕𝑥
∫𝜎𝑥𝑥

(1)
𝑑𝐴

𝐴

 

(7) 𝑀 = 𝑀(0) −
𝜕𝑀(1)

𝜕𝑥
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𝑀(0) = ∫𝜎𝑥𝑥𝑧𝑑𝐴
𝐴

, 𝑀(1) =
𝜕

𝜕𝑥
∫𝜎𝑥𝑥

(1)
𝑧𝑑𝐴

𝐴

 

ک   زیر است صورتب باشد. همچنین تغییرات مرتب  اول کار نیروهای خارهی مساحت سطح مقطع می A وابطک  در این ر

 .باشدنیروی خارهی می qدر این رابط  

(0) 𝛿𝑊 = ∫ 𝑞𝛿𝑤
𝐿

0

𝑑𝑥 

 .شوداستفاده می کار مجازیحرکت از اصل تیادل میادلات  استخرادبرای 

(9) ∫ (𝛿𝑊 − 𝛿𝑈)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 0 

و شرایط مرزی با زرض صفر بودن نیروهای خارهی، ب  زرم زیر حاصل تیادل میادلات  7و  3ی بالا و روابط با توه  ب  رابط 

 گردند.می

(30) 

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 0 

𝜕

𝜕𝑥
(𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) +

𝜕2𝑀

𝜕𝑥2
= 0 

(1 − (𝑒𝑎)2 𝜕2

𝜕𝑥2) 𝑁 = 𝐴11𝑏 (1 − 𝑙𝑠
2 𝜕2

𝜕𝑥2) (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

)  

(1 − (𝑒𝑎)2
𝜕2

𝜕𝑥2
) 𝑀 = −𝐷11𝑏 (1 − 𝑙𝑠

2
𝜕2

𝜕𝑥2
)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝑁𝛿𝑢|0
𝐿 = 0, 𝑀𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)|

0

𝐿

= 0, (𝑁
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀

𝜕𝑥
) 𝛿𝑤|

0

𝐿

= 0 

𝑁(1)𝛿 (
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

)|
0

𝐿

= 0, 𝑀(1)𝛿 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)|

0

𝐿

= 0 

 گردند.ی زیر محاسب  میطبق رابط  11Dو  11Aی بالا ضرایب سختی ک  در رابط 

(33) 𝐴11 = ∑ ∫ (
𝐸(𝑗)

1 − (𝜈(𝑗))2
)

ℎ𝑗

ℎ𝑗−1

𝑑𝑧

𝑛

𝑗=1

, 𝐷11 = ∑ ∫ (
𝐸(𝑗)

1 − (𝜈(𝑗))2
) 𝑧2

ℎ𝑗

ℎ𝑗−1

𝑑𝑧

𝑛

𝑗=1

 

ود. شساده  رار دارد، بنابراین شرط مرزی حاک  بر حرکت طبق رابط  زیر ارائ  می گاهی تکبا توه  ب  اینک  دو انتهای تیر 

 .[20]باشد  سمت سوم این رابط  شرط مرزی از نوع غیر کلاسیک و دو  سمت اول شرط مرزی کلاسیک می

(32) 
𝑤|0

𝐿 = 0, 𝑀|0
𝐿 = 0,

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 |
0

𝐿

= 0 

𝑁(1)|
0

𝐿
= 0, 𝑀(1)|

0

𝐿
= 0 

 آید.می ب  دستی زیر نتیج  30از  سمت اول رابط  

(33) 𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

= 𝑅 

محاسب  خواهد  Rشود، ثابت ی زیر محاسب  میک  طبق رابط  xک  با توه  ب  شرایط مرزی حاک  بر هابجایی در راستای 

 عرض سطح مقطع است. bشد. در این روابط 

(34) 𝑢|𝑥=0 = 0, 𝑢|𝑥=𝐿 = −
𝑁0𝐿

𝑏𝐴11
  

(35) 𝑅 =
1

2𝐿
∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥 −
𝑁0𝐿

𝑏𝐴11

𝐿

0
  

توابع  برحسب 30ی ،  سمت دوم رابط 7ی ، و همچنین توه  ب  رابط 30در  سمت دوم رابط   35و  33از هایگذاری روابط 
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 آید.می ب  دستهابجایی ب  زرم زیر 

(33) (1 − (𝑒𝑎)2 𝜕2

𝜕𝑥2) {(𝑁0 −
𝑏𝐴11

2𝐿
∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥
𝐿

0
)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 } + (1 − 𝑙𝑠
2 𝜕2

𝜕𝑥2) 𝑏𝐷11
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 = 0  

 .[20] باشدمیممان اینرسی سطح مقطع  Iشوند. ک  پارامترهای زیر در نظر گرزت  می 33ی بید سازی رابط بی منظورب  

(37) 

𝑥 = 𝐿𝑋, 𝑤 = 𝐿𝑊, 𝑒𝑎 = 𝜆𝑁𝐿𝐿,

𝑙𝑠 = 𝜆𝑆𝐺𝐿, 𝛽1 =
𝐿2𝑁0

𝑏𝐷11
, 𝛽2 =

𝐿2𝐴

2𝐼

  

𝜅 = 𝛽2 ∫ (
𝜕𝑊

𝜕𝑋
)

2

𝑑𝑋
1

0
  

 گردد.حاصل می ی دیفرانسیلی  با شرط مرزی بدون بیدمیادل  33و  32های در رابط  37ی از هایگذاری رابط 

(30) 
𝜆𝑆𝐺

2 𝑑6𝑊

𝑑𝑋6 − (𝜅𝜆𝑁𝐿
2 − 𝛽1𝜆𝑁𝐿

2 + 1)
𝑑4𝑊

𝑑𝑋4 + (𝜅 − 𝛽1)
𝑑2𝑊

𝑑𝑋2 = 0

𝑊|0
1 = 0,

𝑑4𝑊

𝑑𝑋4 |0
1 = 0,

𝑑2𝑊

𝑑𝑋2 |0
1 = 0

  

 دارای هواب کلی ب  شکل زیر است. 30ی میادل  دیفرانسیلی رابط 

(39 ) 𝑊(𝑋) = 𝑄1 cos(𝜔1𝑋) + 𝑄2 sin(𝜔1𝑋) + 𝑄3 𝑐𝑜𝑠ℎ(𝜔2𝑋) + 𝑄4 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔2𝑋) + 𝑄5𝑋 + 𝑄6  

ب  ی زیر طبق رابط  2و  1ثابت بوده و از شرایط مرزی محاسب  خواهند شد. همچنین مقادیر  iQک  در این رابط  ضرایب 

 آیند.می دست

(20) 
𝜔1

2 =
√(𝜅𝜆𝑁𝐿

2 −𝛽1𝜆𝑁𝐿
2 +1)

2
−4(𝜅−𝛽1)𝜆𝑆𝐺

2 −(𝜅𝜆𝑁𝐿
2 −𝛽1𝜆𝑁𝐿

2 +1)

2𝜆𝑆𝐺
2

𝜔2
2 =

√(𝜅𝜆𝑁𝐿
2 −𝛽1𝜆𝑁𝐿

2 +1)
2

−4(𝜅−𝛽1)𝜆𝑆𝐺
2 +(𝜅𝜆𝑁𝐿

2 −𝛽1𝜆𝑁𝐿
2 +1)

2𝜆𝑆𝐺
2

  

 .شودزیر حاصل می وابط، ر39ی بر روی رابط  30 یرابط  با اعمال شرایط مرزی

(23 ) 
𝑄1 = 𝑄3 = 𝑄5 = 𝑄6 = 0 

𝑄2 sin(𝜔1) + 𝑄4 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔2) = 0 

𝑄2 𝜔1
2𝑠𝑖𝑛(𝜔1) − 𝑄4𝜔2

2 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔2) = 0 

 گردد.ی زیر حاصل میی مشخص ، میادل 23ی ی آخر رابط با توه  ب  دو میادل 

(22 ) (𝜔1
2 + 𝜔2

2) 𝑠𝑖𝑛(𝜔1) 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝜔2) = 0, 

𝜔1 = 𝑚𝜋, 𝑚 = 1,2,3, … 

 روابط زیر  ابل دستیابی هستند. 20ی ی اول رابط و میادل  22ی با توه  ب  رابط 

(23 ) 𝛽1 = 𝑚2𝜋2 (
1 + 𝑚2𝜋2𝜆𝑆𝐺

2

1 + 𝑚2𝜋2𝜆𝑁𝐿
2 +

𝜅

𝑚2𝜋2
) 

𝑊(𝑋) = 𝑄2 sin(𝑚𝜋𝑋) 

 .آیدمی ب  دستی زیر ، رابط 37ی ی آخر رابط در میادل  23ی ی دوم رابط از هایگذاری میادل 

(24) 𝜅 = 𝛽2
𝑚2𝜋2

4
𝑄2

2  

شود ک  این ضریب سپس ی زیر محاسب  میمطابق رابط  2Q، ضریب 23ی ی اول رابط در میادل  بالای هایگذاری رابط  با

 .گرددهایگذاری می 23ی ی دوم رابط در میادل 

(25) 𝑄2 = ±
2

√𝛽2
√

𝛽1

𝑚2𝜋2 −
1+𝑚2𝜋2𝜆𝑆𝐺

2

1+𝑚2𝜋2𝜆𝑁𝐿
2

 

  

(23) 𝑊(𝑋) = ±
2

√𝛽2
√

𝛽1

𝑚2𝜋2 −
1+𝑚2𝜋2𝜆𝑆𝐺

2

1+𝑚2𝜋2𝜆𝑁𝐿
2 sin(𝑚𝜋𝑋)  
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 های گرافنیبا نانو پلاکت شدهتیتقوهای مکانیکی کامپوزیتخواص  -3
 شود. ارائ  می 3های گرازنی ک  در تیر بکار رزت  است، طبق هدول با نانو پلاکت شدهیتتقوهای خواص مکانیکی کامپوزیت

 .[23]خواص مواد بکا رفته در تیر  3جدول 

GPL Epoxy خواص مواد 

3030 3 E (GPa) 

5/3032 3200 )3(Kg/m  

303/0 34/0  

 اندعبارت  شود کهای گرازنی در تیر کامپوزیتی در نظر گرزت  میدر این مطالی  س  نوع الگو برای توزیع متقارن نانو پلاکت

 نشان داده شده است. 2. نحوه توزیع این الگوها در شکل Oو  U ،Xاز الگوهای توزیع 

   

 های گرافنی در تیر کامپوزیتی.الگوهای توزیع متقارن نانو پلاکت 2شکل 

𝑉𝐺𝑃𝐿. [23] باشدبا گرازن عدد زوهی می شدهیتتقوکامپوزیت های تیداد لای  LNشود ک  در این مقال  زرض می
(𝑖)  کسر حجمی

 [.23شود ]برای الگوهای مختلف از روابط زیر محاسب  میباشد ک  می ام تیر-iی برای لای  های گرازنینانو پلاکت

(27) 𝑈 − 𝐺𝑃𝐿𝑅𝐶: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

= 𝑉̃𝐺𝑃𝐿 

(20) 𝑋 − 𝐺𝑃𝐿𝑅𝐶: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

= 2𝑉̃𝐺𝑃𝐿

|2𝑖 − 𝑁𝐿 − 1|

𝑁𝐿

 

(29) 𝑂 − 𝐺𝑃𝐿𝑅𝐶: 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

= 2𝑉̃𝐺𝑃𝐿 (1 −
|2𝑖 − 𝑁𝐿 − 1|

𝑁𝐿

) 

 .[23] استگرازنی  هاینانو پلاکتکل کسر حجمی 𝑉̃𝐺𝑃𝐿 بالا روابط  ک  در

(30) 𝑉̃𝐺𝑃𝐿 =
𝑊𝐺𝑃𝐿

𝑊𝐺𝑃𝐿 + (1 − 𝑊𝐺𝑃𝐿) (
𝜌𝐺𝑃𝐿

𝜌𝑚
)
 

 .گرازنی در تیر است هاینانو پلاکتکل کسر وزنی  𝑊𝐺𝑃𝐿ی بالا در رابط 

-الپیناز مدل میکرومکانیک ه یهای گرازنپلاکتنانوبا  شدهیتتقوی مدول یانگ مؤثر هر لای  از تیر کامپوزیتی برای محاسب 

 .[23]گردد ی زیر بیان میشود ک  طبق رابط استفاده می شدهاصلاحتسای 

(33) 𝐸(𝑖) =
3

8
(

1+𝜉𝐿𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

1−𝜂𝐿𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖) ) 𝐸𝑚 +

5

8
(

1+𝜉𝑇𝜂𝑇𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

1−𝜂𝑇𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖) ) 𝐸𝑚, 𝜂𝐿 =

(
𝐸𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑚
)−1

(
𝐸𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑚
)+𝜉𝐿

, 𝜂𝑇 =
(

𝐸𝐺𝑃𝐿
𝐸𝑚

)−1

(
𝐸𝐺𝑃𝐿

𝐸𝑚
)+𝜉𝑇

  

شوند. در این رابط  رابط  زیر محاسب  می ازهستند ک   گرازنی یهاپلاکتنانو زاکتورهای هندسی  𝜉𝑇و  𝜉𝐿در رابط  بالا 

𝑎𝐺𝑃𝐿 ،𝑏𝐺𝑃𝐿  و𝑡𝐺𝑃𝐿  هستند. گرازنیب  ترتیب طول، عرض و ضخامت نانوزیلرهای 

(32) 𝜉𝐿 = 2 (
𝑎𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
) , 𝜉𝑇 = 2 (

𝑏𝐺𝑃𝐿

𝑡𝐺𝑃𝐿
)  

 𝜈(𝑖)و ضریب پوآسون  𝜌(𝑖)های گرازن، چگالی با پلاکت شدهیتتقوها، برای هر لای  از تیر کامپوزیتی  انون مخلوط بر اساس

 شوند. طبق روابط زیر محاسب  می

(33) 𝜌(𝑖) = 𝜌𝑚 𝑉𝑚
(𝑖)

+ 𝜌𝐺𝑃𝐿 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)
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(34) 𝜈(𝑖) = 𝜈𝑚 𝑉𝑚
(𝑖)

+ 𝜈𝐺𝑃𝐿 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

  

𝑉𝑚در این روابط 
(𝑖)

= 1 − 𝑉𝐺𝑃𝐿
(𝑖)

 باشد.کسر حجمی ماتریس برای هر لای  می  

 های گرافنیی نانو پلاکتهابررسی عدم وابستگی حل به تعداد لایه -4

𝑊𝑑𝑖𝑚𝑙𝑒𝑠𝑠 دهد. در این نموداربدون بید وسط تیر را برحسب بار کمان  نشان میعرضی نمودار هابجایی  3شکل  = 𝑊(0.5) 

𝑁𝐶𝑟و  = 𝑁0 (𝑏𝐴11
0 𝐴11است. در این بی بید سازی  ⁄(

0 = 𝐸𝑚ℎ (1 − 𝜈𝑚
2 برای  3باشد. نمودارهای شکل ضخامت تیر می hو  ⁄(

 .اندآمدهدستب  34تا  3از  هایو تیداد لای  10h/L=، 3، خواص مکانیکی هدول 0.5SG= NL =حالت 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

-Xب(  U-GPLRCهای الف(های مختلف و توزیعنمودار جابجایی بدون بعد وسط تیر برحسب بار کمانش برای تعداد لایه 3شکل 

GPLRC  )و پO-GPLRC 

شوند ب  یکدیگر نادیک میخیلی  34تا  30های برای تیداد لای  𝑊𝑑𝑖𝑚𝑙𝑒𝑠𝑠مشخص است، تغییرات  هاک  از نمودار طورهمان
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در نظر گرزت   30ها باشد. بنابراین در ادام  تیداد لای لای  ب  بالا مسئل  از تیداد لای  مستقل می 30ک  از تیداد توان گفت و می

 .شودمی

 اعتبارسنجی حل -3

∗𝑊 هابجایی عرضی بدون بید تغییرات ل برای یک ماده ایاوتروپیک،اعتبارسنجی ح منظورب  = 𝑊(0.25)  برحسب بار

∗𝑁کمان  بدون بید  = 𝛽1 𝜋2⁄  0.5=برای دو حالت این مقایس   د.نشومیمقایس   [20]با نتایج لی و هوSG=NL  و

=0.5SG,=1NL 10=، و با زرضh/L ی این نتیج  4دهند. شکل ک  نتایج مطابقت بسیار خوبی را نمای  میگردد انجام می

 دهد.مقایس  را نشان می

 
 نمودار جابجایی بدون بعد برحسب بار کمانش 4شکل 

 نتایج و بحث -2

بر روی رزتار  L/hدر این  سمت ب  بررسی اثر تغییرات کسر وزنی، پارامترهای غیر موضیی و تئوری گرادیان کرن  و نسبت 

 شود.در نظر گرزت  می 3شود ک  خواص مکانیکی ماده مطابق هدول کمانشی و پسا کمانشی پرداخت  می

بدون بید وسط تیر را برحسب بار کمان  بدون بید، برای الگوهای مختلف توزیع  هابجایینمودارهای تغییرات  5شکل 

ک  در این نمودارها مشخص است با  طورهماندهد. نشان می 10h/L=و زرض  0.5SG=NL=های گرازنی، حالت نانوپلاکت

ازاای   تیریابد و ب  علت اینک  سختی درصد، بار کمان  بحرانی ازاای  می 7/0درصد ب   3/0ازاای  مقدار کسر وزنی از 

 کند. یابد، مقدار هابجایی وسط تیر کاه  پیدا میمی

 

 )شکل ادامه دارد( U-GPLRCالف( توزیع و مختلف وزنی کسر برای کمانش بار برحسب تیر وسط بعد بدون جابجایی نمودار 3 شکل
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 )ب(

 
 )پ(

 O-GPLRCو پ(  X-GPLRCهای ب( نمودار جابجایی بدون بعد وسط تیر برحسب بار کمانش برای کسر وزنی مختلف و توزیع 3شکل 

برحسب  های گرازنی رانانوپلاکت های مختلف توزیعی تغییرات هابجایی بدون بید وسط تیر برای الگونمودار مقایس   3شکل 

 آمدهدستب  10h/L=و زرض  0.5SG=NL=درصد، حالت  5/0دهد. این نمودار برای کسر وزنی بار کمان  بدون بید نشان می

سپس در الگوی توزیع  Xاست، بیشترین بار کمان  بحرانی ب  ترتیب در الگوی توزیع  مشاهده ابلک  در شکل  طورهماناست. 

U  الگوی توزیع  در یتدرنهاوO ای هی بالایی و پائینی تیر توسط نانو پلاکتازتد. علت این امر آن است ک  هرچ  لب اتفاق می

 یابد و همچنین هابجایی عرضی وسط تیر نیا کاه  خواهد یازت.گرازنی تقویت شود، مقاومت تیر در برابر کمان  ازاای  می

 
 های گرافنیهای مختلف توزیع نانوپلاکتجابجایی بدون بعد وسط تیر برای الگوی تغییرات نمودار مقایسه 2شکل 

دون های گرازنی برحسب بار کمان  بهای مختلف توزیع نانوپلاکتنمودارهای تغییرات هابجایی بدون بید وسط تیر برای الگو
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 0.5SG=NL=درصد و حالت  5/0، کسر وزنی h/Lهای مختلف هستند. این نمودارها برای نسبت مشاهده ابل 7بید در شکل 

 .اندآمدهدستب 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

و  X-GPLRCب(  U-GPLRCهای الف(مختلف و توزیع L/hنمودار جابجایی بدون بعد وسط تیر برحسب بار کمانش برای نسبت  8شکل 

 O-GPLRCپ( 

شود و از مقاومت تیر در برابر کمان  کاست  می 20ب   30از  L/hاز شکل مشخص است، با ازاای  نسبت ک   طورهمان

 باشد. یم مشاهده ابلهای گرازنی ی حاصل در هر س  الگوی توزیع نانو پلاکتیابد. نتیج بار کمان  بحرانی کاه  می یج درنت
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رانی و هابجایی عرضی وسط بار کمان  بح یبر رواثرات تغییر پارامترهای غیر موضیی و تئوری گرادیان کرن  را  0شکل 

 L/h=10درصد و زرض  5/0کسر وزنی  یبرادهد. این نمودار های گرازنی نشان میتیر برای الگوهای توزیع مختلف نانو پلاکت

است،  تربارگتوان دریازت ک  در حالتی ک  پارامتر غیر موضیی از پارامتر گرادیان کرن  است. با توه  ب  شکل می آمدهدستب 

  باشد. همچنین در حالتی ک ترکوچکگرادیان کرن   کمان  بحرانی کمتر از حالتی است ک  پارامتر غیر موضیی از پارامتربار 

هد و دباشد، تیر مقاومت بیشتری را از خود در برابر کمان  نشان می ترکوچکپارامتر غیر موضیی از پارامتر گرادیان کرن  

 ابد.یبنابراین هابجایی وسط تیر کاه  می

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )پ(

نمودار جابجایی بدون بعد وسط تیر برحسب بار کمانش برای پارامترهای غیر موضعی و تئوری گرادیان کرنش مختلف و  2شکل 

 O-GPLRCو پ(  X-GPLRCب(  U-GPLRCهای الف(توزیع
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 گیرییجهنت -8

ای گرازنی با در هبا نانو پلاکت شدهیتتقوبرنولی کامپوزیتی  -تیر اویلردر این مقال  ب  بررسی رزتار کمانشی و پسا کمانشی 

تسای، -نهالپی مدل ها وک  با استفاده از  وانین مخلوط صورتینبدنظر گرزتن تئوری گرادیان کرن  غیر موضیی پرداخت  شد. 

 سپس با استفاده از اصل کار مجازی، تئوریهای گرازنی محاسب  شد و با نانو پلاکت شدهیتتقو خواص الاستیک نانوکامپوزیت

میادلات  یتدرنهاگرادیان کرن  غیرموضیی و میدان کرن  زون کارمن، میادلات حاک  بر نانوتیر اویلر برنولی استخراد گردید. 

و الگوی  یبا استفاده از روش تحلیلی حل شدند و اثرات تغییر پارامترهای غیر موضیی و تئوری گرادیان کرن ، تغییر کسر وزن

مورد بررسی  رار گرزت. در ادام  ب   تیر بر روی رزتار کمانشی و پسا کمانشی L/hهای گرازنی و تغییر نسبت توزیع نانو پلاکت

 شود.میاشاره  آمدهدستب ای از نتایج خلاص 

  شود.درصد باعث ازاای  بار کمان  بحرانی می 7/0درصد ب   3/0ازاای  مقدار کسر وزنی از 

 یابد و بنابراین هابجایی وسط تیر کاه  خواهد یازت.ازاای  کسر وزنی مقاومت تیر در برابر کمان  ازاای  می با 

  برای یک کسر وزنی ثابت، بیشترین بار کمان  بحرانی ابتدا در الگوی توزیعX  سپس در الگوی توزیعU  در یتدرنهاو 

 ازتد.اتفاق می Oالگوی توزیع 

  ابد.یهای گرازنی تقویت شود، مقاومت تیر در برابر کمان  ازاای  میپائینی تیر توسط نانو پلاکتی بالایی و هرچ  لب 

  با ازاای  نسبتL/h  یابد. بار کمان  بحرانی کاه  می 20ب   30از 

   کاست، کمتر از حالتی است  تربارگبار کمان  بحرانی در حالتی ک  پارامتر غیر موضیی از پارامتر گرادیان کرن  

 باشد. ترکوچکپارامتر غیر موضیی از پارامتر گرادیان کرن  

   باشد، تیر مقاومت بیشتری را از خود در برابر کمان   ترکوچکدر حالتی ک  پارامتر غیر موضیی از پارامتر گرادیان کرن

 یابد.دهد و بنابراین هابجایی وسط تیر کاه  مینشان می

 

 فهرست علائم -2

 پارامتر تعریف

 E مدول الاستیک

  چگالی

  ضریب پوآسون

 CrN بار کمان  بحرانی بدون بید

 V کسر حجمی

 W کسر هرمی

 ea زاکتور غیر موضیی

 sl پارامتر مقیاس طول گرادیان کرن 
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