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This paper proposes an approach for the exact solution of the transverse free vibration of 

exponential axially functionally graded material (AFGM) Timoshenko beams with concentrated 

tip masses and general boundary conditions. Initially, by utilizing the governing equilibrium 

equations of a Timoshenko beam, the main differential equation for the free vibration of the 

AFGM Timoshenko beam is obtained. Then, the beam deformation function is achieved by 

solving the governing equation of the beam vibration exactly. Subsequently, by applying the 

boundary conditions, the constant coefficient matrix of the beam becomes available. By making 

the determinant of the constant coefficients zero, the characteristic equation of the system and 

consequently, the beam's natural frequencies are obtained. It is noteworthy that the final relation 

is presented so that it can be used to find the exact frequencies of homogeneous and 

inhomogeneous Euler-Bernoulli, Rayleigh, and shear beams, too. Numerical examples 

demonstrate the accuracy of the results obtained by the proposed method. In the next section of 

the paper, the effect of the exponential gradient index, elastic end supports, concentrated tip mass, 

rotational inertia of the concentrated mass, and thickness-to-length ratio on the natural frequencies 

and mode shapes of the Timoshenko beam is investigated. The results show that the exponential 

gradient index, boundary conditions, concentrated tip mass, and thickness-to-length ratio play an 

influential role in the dynamic behavior of AFGM beams. 

 

Extended Abstract 

1. Introduction 

n previous years, with the expansion of the industry and the need for a material resistant to extended thermal 

and mechanical loading, Functionally graded material (FGM) was introduced as a thermal coating in a space 

shuttle project. Today, the concept of FGM is a very new idea that has wide applications in various fields of 

engineering. The material properties of beams made of FGM can be changed in the direction of thickness, in 

axially functionally graded material (AFGM) or bi-directional functionally graded material (BDFGM). In this 

research, the behavior of the second category, that is, AFGM beams, has been investigated. Since FGM beams are 

mostly used as moving components in engineering structures, the vibration analysis of these components has been 

studied by many researchers. For example, Tang et al. [1] presented an exact solution for the free vibration of an 
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axial-graded Timoshenko beam with exponential gradient and common boundary conditions. Rajasekaran and 

Norouzzadeh [2] investigated the free vibration characteristics of Timoshenko beams with cross-sectional 

characteristics and different material properties along the beam axis. Since the use of the differential transformation 

method (DTM) does not provide satisfactory answers, they presented the differential transformation element 

method (DTEM) which significantly increases the accuracy of the answers. Mohammadnejad et al. [3] presented 

a simple method to analyze the free vibration of the Timoshenko beam with the help of weakened integral 

equations. By transforming the governing differential equation into a weakened form and approximating the 

vibration mode shape function with a power series, they obtained a system of linear algebraic equations. Shi et al. 

[4] made available the free vibration analysis of Timoshenko beams with elastic supports by using the Fourier 

series. Ghannadiasl and Mofid [5] investigated the free vibration solution of Timoshenko beams with elastic 

supports which are under the effect of axial force and on Winkler's elastic foundation. Green's function has been 

utilized to accurately model a uniform Timoshenko beam with arbitrary boundary conditions in their research. 

Yuan et al. [6] introduced a novel approach to streamline the equations that govern the natural oscillation of 

Timoshenko beams with varying properties along the beam axis. This research evaluates the functions of 

exponential gradient, power, and their combination. Da Costa et al. [7] examined the transverse vibrations of a 

uniform Timoshenko beam with elastic supports, employing the finite element method (FEM). Bambill et al. [8] 

studied the transverse free vibrations of beams that have varying cross-sections and are axially graded. The 

equations of motion were derived using Hamilton's principle, the desired points were obtained using Chebyshev 

polynomials, and the problem was solved using the difference quadrature method (DQM). Huang et al. [9] 

examined the buckling behavior of non-uniform Timoshenko beams with varying material properties and 

compared it to the behavior of uniform Timoshenko beams. They utilized definite functions and power series in 

their evaluation. They compared the findings they obtained with the exact values of the critical buckling load of a 

Timoshenko beam and an Euler-Bernoulli beam. Soltani [10] studied the free vibration characteristics of a graded 

tapering Timoshenko beam subjected to an axial load and concentrated forces at both ends. The semi-analytical 

method of power series was employed for the analysis. Bozyigit et al. [11] studied the impact of compressive axial 

force and viscous damping on the natural frequencies of the Timoshenko beam under various boundary conditions 

using the differential transformation method (DTM) and dynamic stiffness method (DSM). Zhang et al. [12] 

conducted a comprehensive review of the research carried out in the field of stability, buckling, and free vibration 

of FGM materials in the past decade. Kumar [13] compared the results of the dynamic behavior of a Timoshenko 

beam and an Euler-Bernoulli beam with a graded function on an elastic foundation. Zahedinejad et al. [14] explored 

the structural characteristics of graded functional materials and provided a concise overview of the analytical and 

numerical methods used for vibration analysis of FG beams and micro-beams. Pala et al. [15] studied the damped 

vibration of a Timoshenko beam with uniform cracks, where the ends were restrained by linear and rotational 

damper springs. This review discusses the intricate frequency equations for Euler-Bernoulli and cracked 

Timoshenko beams. Fogang [16] introduced an approach utilizing the finite difference method (FDM), known as 

the direct time integration method (DTIM). This approach enables the analysis of free vibration of nonradiative 

Timoshenko beams with axially functionally graded (AFG) by considering damping, through the introduction of 

additional points at the boundaries and discontinuity points. Bambaeechee [17] studied the free vibration of 

polynomial and exponential axially functionally graded (AFG) beams with lumped end masses and elastic 

supports. In addition, the researcher examined the impact of axial eccentricity and rotational inertia of concentrated 

masses using the Euler-Bernoulli beam theory. Sharma et al. [18] introduced a computational model that examines 

the vibration characteristics of beams with exponential gradients in a common support condition. In this study, the 

beam's mechanical properties exhibit exponential variation along its length, while the width of the beam also 

changes exponentially in the same direction. Bambaeechee et al. [19] provided a comprehensive analysis of the 

free transverse vibration of AFGM beams with exponential gradient and general boundary conditions, utilizing the 

Euler-Bernoulli beam approach. The study examined how different factors, such as elastic supports, connected tip 

mass, and exponential gradient index, influenced the natural frequencies and vibration mode shapes of AFGM 

beams with both symmetric and asymmetric boundary conditions. Gautam et al. [20] modeled the FGM beam 

under an extended exponential law and common boundary conditions using MATLAB software. Khorshidi et al. 

[21] investigated the effect of various parameters on the vibration properties and energy harvesting of FG beams 

based on modified shear deformation theories. Hosseini-Hashemi et al. [22] proposed a unique approach to 

investigate the free vibrations of non-uniform and FG Euler-Bernoulli beams using Cauchy’s formula. In another 

research, Hosseini-Hashemi et al. [23] presented the exact characteristic equation of frequency and mode shape 

for transverse vibrations of non-uniform and non-homogeneous Euler-Bernoulli beam with general non-classical 



Exact analysis of transverse free vibration behavior of AFGM Timoshenko beams with general boundary conditions ... 274 
 

Mechanics of Advanced and Smart Materials Journal 4(2) (2024) 272 – 307 
 

boundary conditions at both ends. Reviewing the research conducted in the field of free vibration of beams, it is 

evident that there is a gap in the investigation of the effect of elastic supports and end-centered mass on the 

functionally graded Timoshenko beam with variable display characteristics, despite the various methods used to 

study the transverse vibrations of heterogeneous beams. This research aims to provide a solution for the differential 

equation of free vibration of an axially functionally graded material (AFGM) beam. The Timoshenko beam theory 

is used, considering the impact of end elastic supports and end concentrated mass. With the proposed solution, it 

becomes possible to differentiate between different types of beams and comprehensively solve these beam models. 
It is reminded that, based on the applicants of FGM such as the biomaterial in biomedical engineering, rocket 

structures and the outer wall of spacecraft in the aerospace industry, thermoelectric sensors and generators in 

industrial automation and electromagnetic [24], better recognition and more accurate evaluation of the dynamic 

behavior of FGM beams, especially with various support conditions, is an inevitable thing that can lead to more 

suitable and optimal final designs in these areas. 

2. Theoretical Formulation  

A beam of length L with axial coordinate x is shown in Figure 1. The material properties, i.e., mass density, 

elastic modulus, and shear modulus of the AFGM beam continuously vary in the axial direction as the following 

exponential functions [18]: 

(1) 𝜌(𝑥) = (𝜌)0𝑒
2𝛽(𝑥/𝐿), 𝐸(𝑥) = (𝐸)0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿), 𝐺(𝑥) = (𝐺)0𝑒
2𝛽(𝑥/𝐿) 

Where 𝛽 is the dimensionless exponential gradient index, E, G, and ρ denote the modulus of elasticity, shear 

modulus, and mass density, respectively. Further, to model the elastic supports, linear rotational and translational 

springs are utilized. The subscripts 0 and L refer to the start and end of the beam, respectively. kR0, kRL, kT0, and 

kTL denote the rotational spring stiffness at the start, rotational spring stiffness at the end, translational spring 

stiffness at the start, and translational spring stiffness at the end of the beam, respectively. For simplicity, the 

following dimensionless mass ratios (𝛼0, 𝛼𝐿 , 𝛾0, and 𝛾𝐿), stiffness coefficient (KR0, KRL, KT0, and KTL), and stiffness 

ratios (R0, RL, T0, and TL) are introduced: 

𝛼
0
=
𝑀𝑂

𝜌𝐴𝐿
, 𝛼
𝐿
=
𝑀𝐿

𝜌𝐴𝐿
, 𝛾0 = √

 𝐽0
𝜌𝐴𝐿3

, 𝛾𝐿 = √
 𝐽𝐿
𝜌𝐴𝐿3

 

 
(2) 

𝐾𝑅0 =
𝑘𝑅0𝐿

𝐸𝐼
, 𝐾𝑅𝐿 =

𝑘𝑅𝐿𝐿

𝐸𝐼
, 𝐾𝑇0 =

𝑘𝑇0𝐿
3

𝐸𝐼
, 𝐾𝑇𝐿 =

𝑘𝑇𝐿𝐿
3

𝐸𝐼
. 

(3) 

𝑘𝑅0 𝑘𝑅𝐿  

𝑀0 , 𝐽0 

x=0 x=LL

ρ(x),E(x),G(x)

𝑘𝑇𝐿  𝑘𝑇0 

w(X,t)

x
𝑀𝐿 , 𝐽𝐿 

 
Figure 1. Schematic of the exponential AFGM beam with general boundary conditions and tip masses 

 

𝑅0 =
 𝐾𝑅0

1 + 𝐾𝑅0
, 𝑅𝐿 =

 𝐾𝑅𝐿
1 + 𝐾𝑅𝐿

, 𝑇0 =
 𝐾𝑇0

1 + 𝐾𝑇0
, 𝑇𝐿 =

 𝐾𝑇𝐿
1 + 𝐾𝑇𝐿

. 
(4) 

Accordingly, when the stiffness coefficients (KR0, KRL, KT0, and KTL) vary from 0 to ∞, the corresponding 

stiffness ratios (R0, RL, T0, and TL) take values from 0 to 1. Next, by utilizing the Timoshenko beam theory, two 

basic governing differential equations representing the dynamic rotational and transverse equilibrium of a beam 

element are expressed: 

𝜕

𝜕𝑥
[𝜅𝐴𝐺0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑)] − 𝜌0𝐴𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0 (5) 
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∂

∂𝑥
[𝐸0𝐼𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿)
𝜕𝜑

𝜕𝑥
] −  𝜅𝐴𝐺0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑) − 𝜌0𝐼𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿)
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
= 0 (6) 

Where A is the cross-sectional area, I is the second-order moment of cross-sectional area, κ is the shear 

correction factor, 𝜑 is the rotation of the cross-section at the neutral surface, and w is the transverse deflection of 

the neutral surface. By separating the variable 𝜑 in Equation (5), the following relation holds: 

𝜕𝜑

𝜕𝑥
= −

2𝛽

𝐿

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜌0𝐴

𝜅𝐴𝐺0

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
−
2𝛽

𝐿
𝜑 (7) 

Finally, by substituting the derivatives of Equation (7) into the derivative of Equation (6) with respect to x, the 

governing differential equation for the free vibration of the AFGM Timoshenko beam is obtained as follows: 

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+
4𝛽

𝐿

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ (

2𝛽

𝐿
)2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− [

𝜌0𝐴

𝜅𝐴𝐺0
+
𝜌0𝐼

𝐸0𝐼
]
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
−
2𝛽

𝐿
[
𝜌0𝐴

𝜅𝐴𝐺0
+
𝜌0𝐼

𝐸0𝐼
]
𝜕3𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑡2
+
𝜌0𝐴

𝐸0𝐼

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+
𝜌0𝐴𝜌0𝐼

𝜅𝐴𝐺0𝐸0𝐼

𝜕4𝑤

𝜕𝑡4
= 0   (8) 

Since only harmonic vibration is considered, one may take w and φ in the form: 

w(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥) sin 𝜔𝑡 , 𝜑(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥) sin 𝜔𝑡 (9) 

Where W and 𝜓 are the amplitudes of vibration and bending rotation, and ω is the angular frequency. For the 

convenience of later analysis, let us introduce the following dimensionless quantities: 

𝜉 =
𝑥

𝐿
, 𝑈 =

𝑊

𝐿
, 𝑟2 =

𝜌0𝐼

𝜌0𝐴𝐿
2 , 𝑠

2 =
𝐸0𝐼

𝜅𝐴𝐺0𝐿
2 , 𝛺

2 =
𝜌0𝐴

𝐸0𝐼
𝐿4𝜔2 (10) 

The parameter r reflects the effect of rotational inertia of the cross-section, and s characterizes the effect of 

shear deformation. By substituting the response functions and utilizing Equations (10), Equations (7) and (8) can 

be rewritten as [1]: 

𝑑𝜓

𝑑𝜉
+ 2𝛽𝜓 = −

𝑑2𝑈

𝑑𝜉2
− 2𝛽

𝑑𝑈

𝑑𝜉
− 𝑠2𝛺2𝑈, (11) 

𝑑4𝑈

𝑑𝜉4
+ 4𝛽

𝑑3𝑈

𝑑𝜉3
+ [4𝛽2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]

𝑑2𝑈

𝑑𝜉2
+ 2𝛽(𝑟2 + 𝑠2)𝛺2

𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ (𝑟2𝑠2𝛺2 − 1)𝛺2𝑈 = 0 (12) 

for a functionally graded Timoshenko beam, we have s≠0 and r≠0. A functionally graded Rayleigh beam can 

be reduced only if setting s = 0, while a shear beam can be reduced by setting r = 0, respectively. If further setting 

r = 0 and s = 0 simultaneously, an axially graded Euler–Bernoulli beam is recovered, where both shear deformation 

and rotational inertia are neglected. It should be noted that by using the relationship between the shear model and 

elastic modulus, it can be said that by keeping Poisson's ratio (ν=0.3) and the shear correction factor for a 

rectangular section (κ=5/6) constant, the effect of rotational inertia (r) and the effect of shear deformation of the 

section (s) which were introduced in Equation (12), only depend on the thickness-to-length ratio of the beam (h/L) 

[25]: 

𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
, 𝑟2 =

1

12
(
ℎ

𝐿
)2, 𝑠2 =

(1 + 𝜐) 

6𝜅
(
ℎ

𝐿
)2 (13) 

Subsequently, the general solution for the lateral deformation of the beam per unit length (U) and the rotation 

due to bending deformations (𝜓) can be expressed by the following functions: 

𝑈(𝜉) = 𝐶𝑒𝜆𝜉 , 𝜓(𝜉) = 𝐻𝑒𝜆𝜉  (14) 

Where C and H are the unknown constants related to the functions U(ξ) and 𝜓(ξ), respectively. The 

characteristic equation of Equation (12) is: 

𝜆4 + 4𝛽𝜆3 + [4𝛽2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]𝜆2 + 2𝛽(𝑟2 + 𝑠2)𝛺2𝜆 + (𝑟2𝑠2𝛺2 − 1)𝛺2 = 0 (15) 

Solving the above equation results in four roots as follows: 
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𝜆1,3 = {
−𝛽 ± 𝛿1, 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[1]

−𝛽 ± 𝑖𝛿1, 𝛺 ≥ 𝛺𝑐𝑟
[1]
, 𝜆2,4 = {

−𝛽 ± 𝛿2 , 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟
[2]

−𝛽 ± 𝑖𝛿2 , 𝛺 ≥ 𝛺𝑐𝑟
[2]

 (16) 

where we have used notations 

𝛺𝑐𝑟
[1]
= 𝛽2√

2

1 + 𝛽2(𝑟2 + 𝑠2) + √1 + 2𝛽2(𝑟2 + 𝑠2) + 𝛽4(𝑟2 − 𝑠2)2
 , (17) 

𝛺𝑐𝑟
[2]
=
1

𝑟𝑠
√1 + 𝛽

2(𝑟2 + 𝑠2) + √1 + 2𝛽2(𝑟2 + 𝑠2) + 𝛽4(𝑟2 − 𝑠2)2

2
, (18) 

𝛿1 =

{
 
 
 

 
 
 √4𝛽2 − 2 [√(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]

2
, 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[1]

0                                                                                            , 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[1]

√2 [√(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2] − 4𝛽2

2
, 𝛺 > 𝛺𝑐𝑟

[1]
 

 
(19) 

 

𝛿2 =

{
 
 
 

 
 
 √4𝛽2 + 2 [√(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2 − (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]

2
, 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[2]

0                                                                                            , 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[2]

√2 [(𝑟2 + 𝑠2)𝛺2 − √(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2] − 4𝛽2

2
, 𝛺 > 𝛺𝑐𝑟

[2]
 

 (20) 

We can directly write the corresponding expressions for the mode shape with the three possible cases above. 

They are: 

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 cosh(𝛿1𝜉) + 𝐶2 sinh(𝛿1𝜉) + 𝐶3 cosh(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sinh(𝛿2𝜉)], 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟
[1]

 (21) 

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 cos(𝛿1𝜉) + 𝐶2 sin(𝛿1𝜉) + 𝐶3 cosh(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sinh(𝛿2𝜉)], 𝛺𝑐𝑟
[1]
< 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[2]
 (22) 

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 cos(𝛿1𝜉) + 𝐶2 sin(𝛿1𝜉) + 𝐶3 cos(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sin(𝛿2𝜉)], 𝛺 > 𝛺𝑐𝑟
[2]

 (23) 

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 + 𝐶2𝜉 + 𝐶3 cosh(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sinh(𝛿2𝜉)], 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[1]

 (24) 

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 + 𝐶2𝜉 + 𝐶3 cos(𝛿1𝜉) + 𝐶4 sin(𝛿1𝜉)], 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[2]

 (25) 

If considering the frequencies lying in  𝛺𝑐𝑟
[1]
< 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[2]
, the mode shape of rotation 𝜓 can be expressed as: 

𝜓(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐻1 cos(𝛿1𝜉) + 𝐻2 sin(𝛿1𝜉) + 𝐻3 cosh(𝛿2𝜉) + 𝐻4 sinh(𝛿2𝜉)] (26) 

Substituting Eq. (22) and Eq. (26) into Eq. (11) leads to 

H = J−1NC (27) 

With 

J = [

𝛽 𝛿1 0 0
−𝛿1 𝛽 0 0
0 0 𝛽 𝛿2
0 0 𝛿2 𝛽

] (28) 

N =

[
 
 
 
 −𝑠

2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿1
2 0 0 0

0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿1
2 0 0

0 0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 − 𝛿2
2 0

0 0 0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 − 𝛿2
2]
 
 
 
 

 (29) 

H = [𝐻1 𝐻2 𝐻3 𝐻4]
𝑇 , C = [𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4]

𝑇 (30) 

Where C𝑗 and 𝐻𝑗 are constants, the superscript T specifies the transpose of a vector or matrix, and the superscript 

-1 stands for the inverse of a matrix. Additionally, substituting Eq. (27) with Eq. (26) gives the rotation. 

𝜓(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉H𝑇V = 𝑒−𝛽𝜉C𝑇N𝑇(J−1)𝑇V (31) 

Where 
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V = [cos(𝛿1𝜉) sin(𝛿1𝜉) cosh(𝛿2𝜉) sinh(𝛿2𝜉)]
𝑇  (32) 

Finally, the following relations are proposed to calculate the lateral deformation of the beam per unit length 

(U), rotation due to bending deformations (𝜓), bending moment (M), and shear force (Q): 

𝑈 = 𝑒−𝛽𝜉C𝑇V, 𝜓 = 𝑒−𝛽𝜉C𝑇N𝑇(J−1)𝑇V (33) 

𝑀 =
𝐸0𝐼

𝐿
𝑒𝛽𝜉C𝑇N𝑇(J−1)𝑇 (−𝛽 +

𝑑

𝑑𝜉
)V, 𝑄 = 𝜅𝐴𝐺0𝑒

𝛽𝜉C𝑇 (−𝛽 +
𝑑

𝑑𝜉
+ N𝑇(J−1)𝑇)V (34) 

By substituting the relations for bending moment (M) and shear force (Q), the general boundary conditions of 

the AFGM Timoshenko beam can be written as: 

(1 − 𝑅0)
𝑑𝜓

𝑑𝜉
− 𝑅0𝜓(𝜉) + (1 − 𝑅0)𝛾0

2𝛺2𝜓(𝜉) = 0                                𝜉 = 0   (35-a) 

(1 − 𝑇0)

𝑠2
(
𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ 𝜓) − 𝑇0𝑈(𝜉) + (1 − 𝑇0) 𝛼0𝛺

2𝑈(𝜉) = 0                    𝜉 = 0 (35-b) 

(1 − 𝑅𝐿)𝑒
2𝛽𝜉

𝑑𝜓

𝑑𝜉
+ 𝑅𝐿𝑒

2𝛽𝜉𝜓(𝜉) − (1 − 𝑅𝐿)𝛾𝐿
2𝛺2𝜓(𝜉) = 0               𝜉 = 1   (35-c) 

(1 − 𝑇𝐿)

𝑠2
𝑒2𝛽𝜉 (

𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ 𝜓) + 𝑇𝐿𝑒

2𝛽𝜉𝑈(𝜉) − (1 − 𝑇𝐿) 𝛼𝐿𝛺
2𝑈(𝜉) = 0  𝜉 = 1   (35-d) 

Subsequently, by utilizing the proposed relations to calculate the lateral deformation of the beam per unit length 

(U) and rotation due to bending deformations (ψ) in Equation (35) and arrange them based on the unknown 

constants, a four equation-four the unknown system is obtained in matrix form as follows: 

KC = 0,K = [

𝐾11 𝐾12 𝐾13 𝐾14
𝐾21 𝐾22 𝐾23 𝐾24
𝐾31 𝐾23 𝐾33 𝐾34
𝐾41 𝐾24 𝐾34 𝐾44

] (36) 

Where C and K are the vectors of unknown constants of lateral deformation and the matrix of constant 

coefficients of free vibration of the beam, respectively. The above system of equations has a solution only if the 

determinant of the coefficient matrix becomes zero. The characteristic equation of the determinant of the beam is 

obtained by making a coefficient matrix govern the free vibration of the structure zero. This is based on the 

principle that the characteristic equation is derived by setting the determinant equal to zero. The system's natural 

frequencies and, consequently, the structure's mode shapes become available by finding the real roots of the 

characteristic equation. The characteristic equation obtained from Expression (36) is presented in such a way that 

the principle governing Equation (12) also applies to the characteristic equation of the AFGM Timoshenko beam 

with general boundary conditions. In other words, if in the characteristic equation of the exponential functionally 

graded Timoshenko beam obtained from Expression (36), the effects of rotational inertia (r) and shear deformation 

(s) are neglected, the characteristic equation reduces to that of the exponentialfunctionally graded Euler-Bernoulli 

beam. If only the effect of shear deformation (s) is neglected, the characteristic equation becomes that of the 

inhomogeneous Rayleigh beam. If only the effect of rotational inertia (r) is assumed to be zero in the final 

characteristic equation, the characteristic equation of the axial graded shear beam is obtained. By considering the 

exponential gradient index (β) as zero in the final characteristic equation, the characteristic equation of the 

homogeneous beam is obtained. It should be added that the equations obtained are used only for the free vibration 

of beams on a macroscopic scale. Accordingly, the forced vibration of beams or considering the microscopic scale 

can be evaluated in future research. 

3. Numerical Comparisons 

In this section, to validate the proposed formulation, the natural frequency coefficient (Ωn) is calculated for an 

example with elastic boundary conditions and the results are presented in Table 1. The examined sample is a 

homogeneous beam with different thickness-to-length ratios (h/L) in which all the rotational and translational 

stiffness coefficients at the start and end of the beam are variable (β=0, R0=RL=var., T0=TL=var) Based on the 

findings in Table 1, it is evident that the proposed formulation has high efficiency and accuracy in comparison 

with valid research. 
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Table 2. Comparison of non-dimensional frequency for the elastic cantilever AFGM beam with tip mass 

h/L Ωn 
RL=TL=α0=𝛾0 

0.1 (low stiffness) 0.5 (moderate stiffness) 0.9 (high stiffness) 

0.0 

n=1 0.36816 0.92162 1.76845 

n=2 1.44503 3.05967 5.71078 

n=3 19.85696 18.49921 22.17594 

0.2 

n=1 0.36782 0.89372 1.15789 

n=2 1.38021 1.93018 2.63125 

n=3 14.21979 6.41007 7.87456 

0.4 

n=1 0.36732 0.88741 1.14957 

n=2 1.31991 1.91399 2.50470 

n=3 12.61241 5.91137 7.10390 

 
Figure 2. Variation of the first non-dimensional frequency for the elastic cantilever AFGM beam with tip mass (h/L=0.2) 

In the following, to present the effects of the elastic supports and tip mass on the free vibration analysis, the 

natural frequency coefficient (Ωn) is calculated for an elastic cantilever AFGM beam with tip mass and the samples 

of numerical and graphical results are shown in Table 2 and Figure 2, respectively. The examined sample is an in-

homogeneous beam with different thickness-to-length ratios (h/L) in which the rotational and translational stiffness 

coefficients at the end of the beam and dimensionless mass ratios at the start of the beam are variable (β=0.5, 

RL=TL=var., 𝛼0 = 𝛾0=var.). Based on the results in Table 2 and Figure 2, it is found that the elastic supports, 

concentrated tip mass, and thickness-to-length ratio play an influential role in the dynamic responses of AFGM 

beams. 

4. Conclusion 

This paper proposed an exact formulation to calculate the natural frequencies with general boundary conditions 

encompassing different beam deformation patterns. The findings of this research can be used to verify other 

analytical and numerical methods. Based on the obtained responses from evaluating the effect of various factors 

on the exact values of natural frequencies in different patterns, the following conclusions can be drawn: 

0

1

2

3

4

5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Ω1

αo  = γo

RL = TL

1.0

0
0.9

0
0.7

5

Table 1. Comparison of non-dimensional frequency for the uniform beam with elastic rotational and translational end 

supports 

h/L To=TL Ro=RL Ωn Present 
Bambaeechee 

et al., [19] 

Bambaeechee 

[26] 

Ghannadiasl 

and Mofid [5] 

Lai et al., 

[27] 

 

5/6 5/6 n =1 3.10979 3.10979 3.10993 - - 

  n =2 8.83788 8.83790 8.83813 - - 

  n =3 31.80149 31.80148 31.80170 - - 

0.0 10/11 10/11 n =1 4.36082 4.36083 4.36100 4.3608 4.36100 

   n =2 10.69890 10.69859 10.69879 10.699 10.69879 

   n =3 34.89180 34089182 34.89147 34.892 34.89147 

  

1/2 n =1 1.40219 - - 1.4022 - 

 n =2 4.64050 - - 4.6405 - 

 n =3 18.93359 - - 18.934 - 

0.1 1/2 10/11 n =1 1.40704 - - 1.4070 - 

   n =2 7.59296 - - 7.5930 - 

   n =3 23.42314 - - 23.423 - 
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1- When examining the impact of various theories of beam deformation on beams with common boundary 

conditions, it was found that Timoshenko's AFGM beam had the lowest fundamental natural frequency, while 

Euler-Bernoulli's double-ended AFGM beam with the exponential gradient index absolute value of one (|β|=1) 

had the highest. 

2- Upon examining various deformation theories, it has been observed that shear beams are a reliable 

approximation for modeling Timoshenko beams. For instance, in the case of a homogeneous beam with 

common boundary conditions, the natural frequency of the first mode of the Timoshenko beam is found to be 

less than one percent different from that of the shear beam. 

3- By increasing the thickness-to-length ratio for all boundary conditions, the natural frequency coefficient of the 

system decreases. However, the intensity of frequency reduction in higher modes is more significant. 

Additionally, at higher thickness-to-length ratios, the intensity of frequency reduction is more pronounced. 

4- By increasing the stiffness of elastic supports, the natural frequencies of the system increase. However, the 

intensity and range of changes in natural frequency are higher in lower modes compared to higher modes. 

5- By increasing the concentrated mass coefficient, natural frequencies decrease. The range of changes in 

vibration frequencies in lower concentrated mass coefficients (0 to 0.1 range) is more than other ranges. 

6- Increasing the stiffness of elastic supports at higher thickness-to-length ratios decreases the intensity and range 

of changes in natural frequencies. In other words, vibration frequencies in thicker beams have less sensitivity 

to variations in the stiffness of rotational and translational springs. For example, in the AFGM beam with both 

rotational and rotational elastic supports, increasing the stiffness of rotational and rotational elastic supports 

has the least effect on the natural frequencies of the beam with a thickness-to-length ratio of 0.4; In such a way 

that in high hardness, the natural frequency of the first mode will be about 8.5 times compared to the minimum 

mode. Against that, increasing the stiffness of elastic supports has the greatest effect on the natural frequencies 

of the Euler-Bernoulli beam (h/L=0); In such a way that in high hardness, the natural frequency of its first mode 

will be 9 times compared to the minimum mode. 

7- The effect of variations in the stiffness of translational springs on vibration frequencies of the system is greater 

than the stiffness of rotational springs. 

8- For the AFGM beam with elastic boundary conditions and symmetric tip mass, the minimum natural frequency 

occurs for the homogeneous beam (β = 0). Also, due to the symmetric boundary conditions of the beam, the 

graph of natural frequency changes against the change index is symmetric. 

9- Increasing the thickness-to-length ratio of a beam and adding concentrated mass can have a significant impact 

on the deformation of vibration modes. However, the effect of increasing the ratio of beam thickness to length 

becomes weaker in the presence of concentrated mass. 

10- Increasing the thickness-to-length ratio of a beam and the stiffness of its elastic supports can significantly affect 

its vibration modes. However, as the stiffness of the supports reduces, the effect of increasing the thickness-to-

length ratio of the beam becomes weaker. 

11- By investigating the effect of thickness increase on the mode shapes of AFGM beam vibration, it was found 

that the influence of shear in higher vibration modes is more noticeable compared to lower vibration modes 

due to the decrease in the half wavelength of the mode. 
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ي اي تابعي درجهرفتار ارتعاش آزاد عرضي تیرهاي تیموشنکو دقیق تحلیل

 هاي انتهايي هاي مرزي كلي و جرمبا شرط محوري
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 m.bambaeechee@qiet.ac.ir، گروه مهندسی عمران، دانشکده علوم مهندسی، دانشگاه صنعتی قوچان، قوچان، ایراناستادیار،  ب

 چکیده  واژگان كلیدي

 ،دقیق تحلیل

 ،عرضي آزاد ارتعاش

 تیموشنکوي تیر الگوي

AFGM، 

 ،كشسان يهاگاهتکیه

 .متمركز جرم

ای محوری نمایی تیموشنکوی تابعی درجه یرهایت یعرض ارتعاش آزاد قیحل دق راهکاری برای پژوهش، نیا 

جویی از معادلات تعادل با بهره در آغاز،. دهدیارائه م ی کلی،مرزهای شااار و  انتهایی متمرکز یهاجرم باا 

آید. می دساات به AFGMارتعاش آزاد تیر تیموشاانکوی  حاکم بر تیر تیموشاانکو، معادله دیفرانساایل اصاالی

وارد با  ،در ادامهآید. به دست می تابع تغییر شکل تیرحاکم بر ارتعاش آزاد تیر،  یحل دقیق معادلهسپس، با 

گیرد. با صفر پنداشتن دترمینان در دساترس قرار می تیر های ثابت های مرزی، ماتریس ضاری  شار   کردن

ایان شآیند. به دست می تیرهای طبیعی و به دنبال آن، فرکانس ی سیستممعادله مشخصه های ثابت،ضاری  

همگن  هایهای دقیق تیرتواند برای یافتن فرکانسکه می شده استارائه  یاگونهبهی نهایی توجه است رابطه

 هایپاسخ درستیگویای ، های عددیبرنولی، ریلی و برشی هم مورد استفاده قرار گیرد. نمونه -و ناهمگن اولر

های گاهشااا ت تغییرات نمایی، تکیه یرتأثدر بخش بعدی نوشااتار،  .باشااندحاصاال از روش پیشاانهادی می

کشاسان انتهایی، جرم متمرکز انتهایی، اینرسی چر شی جرم متمرکز و نسبت ضخامت به طول تیر، بر روی  

ه دهد ک. نتایج نشان میشاده اسات  بررسای  های ارتعاشای تیر تیموشانکو   های طبیعی و شاکل مود فرکانس

 یمؤثرش نقهای انتهایی، جرم متمرکز انتهایی و نسبت ضخامت به طول تیر، گاهشا ت تغییرات نمایی، تکیه

 دارند. AFGM یرهایت یکینامیدر رفتار د

 27/20/3421تاريخ دريافت: 

 02/24/3421تاريخ بازنگري:

 01/22/3421تاريخ پذيرش:

 مقدمه -3

 5د تابعی مدرجموا، یکیمکان ی وحرارت یدر برابر بارگذار ای مقاومهای پیشین، با گسترش صنعت و نیاز به مادهلدر سا

(FGM) عنوان روکش گرمایی معرفی شدند. امروزه مفهوم شاتل فضایی به ییک پروژه درFGM ،بسیار نوین و جدید  ییک ایده

های مکانیکی و ترمودینامیکی به سب  برتریاز این مواد تلف مهندسی دارد. های مخدر زمینه یاگسترده یکاربردهاکه  است

ماسازی، ، هواپیهای دندانپزشکی، صنایع هوافضااستخوان و ایمپلنت مانندمواد، مواد زیست پزشکی  تجهیزات همجوشیدر  توانمی

 ورها،وسایل ترموالکتریکی و سنسمغناطیسی،  سپرهایها، پیزوالکتریک مانندکاربردهای الکترومغناطیسی  ودروسازی، دفاعی و 

موتورهای سرامیکی، تجهیزات ورزشی و صنایع نظامی، زرهی  حفاظات هایپوشش، هاهای توربینپره حرارتیِپوشش عایق 
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و یا در  )AFGM( 5تواند در جهت ضخامت، در جهت محوریمی  FGMسا ته شده از یرهایت واص مواد بهره جست.  ایهسته

 قرار گرفته است. یمورد بررس AFGM یرهایت یعنی ،رفتار دسته دوم ،پژوهش نیدر ا تغییر کند.( BDFGM) 4جهتهر دو

ط توس ،اجزا نیارتعاش ا تحلیلشوند، یاستفاده م یمهندس یهاسازهمتحرک در  یاجزا عنوانبه شتریب  FGMیرهایت کهییازآنجا

حل دقیقی برای ارتعاش آزاد تیر تیموشنکوی  [5] تانگ و همکاران ،برای نمونه مورد مطالعه قرار گرفته است. بسیاری پژوهشگران

 یهایژگیو یبه بررس [4] های مرزی رایج، ارائه کردند. رجسکاران و نوروززادهای محوری با تغییرات نمایی و شر تابعی درجه

 تفادهسا کهییازآنجا. ، پردا تندریدر امتداد محور تمتفاوت مشخصات سطح مقطع و  واص مواد با  موشنکویت یرهایارتعاش آزاد ت

را ( DTEM) 2یلیفرانسید لیتبد المان، روش دهددست نمیی را به بخش تیرضا هایپاسخ( DTM) 1یلیفرانسید لیاز روش تبد

یک روش ساده برای تحلیل ارتعاش  [1] دهد. محمدنژاد و همکارانیم شیافزا یتوجهقابل طوربهرا  هاپاسخکه دقت ارائه کردند 

ده با تبدیل معادله دیفرانسیل حاکم به فرم ضعیف ش هاآن شده ارائه کردند.آزاد تیر تیموشنکو به کمک معادلات انتگرالی ضعیف

 تحلیل [2] . شی و همکارانآوردند به دستو تقری  تابع شکل مود ارتعاش با یک سری توانی، دستگاه معادلات جبری  طی را 

 مفید اصل وقنادیجویی از سری فوریه در دسترس قرار دادند. کشسان را با بهرههای گاهبا تکیه موشنکویت یهاریت آزاد ارتعاش

قرار  1وی محوری و بر روی بستر کشسان وینکلرکشسان که زیر اثر نیرهای گاهبا تکیه موشنکویت یرهایت آزاد ارتعاش حل [1]

های مرزی سازی دقیق تیر تیموشنکوی یکنوا ت، با شر جهت مدل 6ها، از تابع گریندارد را بررسی کردند. در پژوهش آن

 یرهایمعادلات حاکم بر ارتعاش آزاد ت ساده کردن یبرا دیجد یوشر [6] یوان و همکاران جویی شده است.دلخواه بهره

از  تغییرات نمایی، توانی و ترکیبی هایابعت در این پژوهش، .تیر، ارائه دادندو ناهمگن در امتداد محور  یریکنوا تغی موشنکویت

های اهگبا تکیه کنوا تتیر تیموشنکوی ی یارتعاشات عرضبه تحلیل  [7] داکاستا و همکاران .گرفته است، مورد ارزیابی قرار هاآن

ارتعاشات آزاد عرضی تیرهای  [8] مبیل و همکارانبپردا تند.  (FEM) 7کشسان، با استفاده از روش اجزای محدود

معادلات حرکت را با استفاده از اصل همیلتون استخراج  ،هارا بررسی کردند. آنمتغیر محوری با سطح مقطع  یهشدیبنددرجه

برای حل  ،(DQM) 9آوردند و از روش تفاضل مربعات دست به 8ای چبیشفاستفاده از چندجملهنقا  مورد نظر را با  ؛کردند

یکنوا ت و تیر تیموشنکوی یکنوا ت را رفتار کمانشی تیر تیموشنکوی ناهمگن غیر [9] بهره جستند. هوانگ و همکارانمسئله 

های دقیق بار کمانش بحرانی تیر را با مقدار آمدهدستبههای ها یافتهبا استفاده از تابع معین و سری توانی ارزیابی کردند. آن

 شدهیبنددرجهی شوندههای ارتعاش آزاد تیر تیموشنکوی باریکعامل [15] سلطانیی مقایسه کردند. برنول-اولرتیموشنکو و تیر 

رد. های توانی بررسی کتحلیلی سریبا استفاده از روش نیمه که نیروی متمرکزی در دو انتهای آن قرار داشت،زیر اثر بار محوری 

نیروی  های، اثر (DSM)51و روش سختی دینامیکی (DTM)گیری از روش تبدیل دیفرانسیل با بهره [55] بوزیگیگ و همکاران

و همکاران  ژانگ های طبیعی تیرتیموشنکو در شرایط مرزی مختلف را بررسی کردند.فرکانس ربمحوری فشاری و میرایی ویسکوز 

 .نجام دادنداا یر  یدر دهه FGM مواد آزادارتعاش ، کمانش و پایداری یینهدرزمهای صورت گرفته پژوهش بر یکل یمرور [45]

شسان را با بر روی بستر ک شدهیبنددرجهبرنولی تابعی -اولرنامیکی تیر تیموشنکو و تیر های حاصل از رفتار دییافته [15] کومار

-و مرور کوتاه روش شدهیبنددرجههای سا تاری مواد تابعی به بررسی ویژگی [25] نژاد و همکارانزاهدی. یکدیگر مقایسه کرد

 یرایارتعاش م [15]، پردا تند. پالا و همکاران FGهای تیرها و میکروشده برای تحلیل ارتعاش تیر ی تحلیلی و عددی ارائهها

رسی، در این بر. کردند یبررسرا  دورانیو  یدمپر،  ط یفنرهاشده با مهار  یترک  ورده با انتهایکنوا ت  یموشنکویت ریت کی

                                                           
1 Axially Functionally Graded Materials 
2 Bi-Directional Functionally Graded Materials 
3 Differential Transformation Method 
4 Differential Transformation Element Method 
5 Winkler Elastic Foundation 
6 Green Function 
7 Finite Element Method 
8 Chebyshev 
9 Difference Quadrature Method 
10 Dynamic Stiffness Method 
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رویکردی  [65] فوگانگ. است ارائه شده ترک  ورده یموشنکویو ت یبرنول -رلاو ریهر دو ت یفرکانس برای معادلات پیچیده

نام گرفت. این رویکرد با معرفی نقا   (DTIM) 4( ارائه کرد که روش ادغام زمان مستقیمFDM) 5محدود اوتبر روش تفمبتنی 

ر دبندی تابعی محوری را با منشوری با درجه ها و نقا  ناپیوستگی، تحلیل ارتعاش آزاد تیرهای تیموشنکوی غیراضافی در مرز

 یبنددرجه یمحور ییو نما یاچندجمله ریارتعاش آزاد تبه بررسی  [57]چی ائیسا ت. بمب یرپذامکانگرفتن میرایی  نظر

ر برنولی، اث-ولرجویی از الگوی تیر اپردا ت. وی با بهره کیهای الاستگاهو تکیه ییانتها جرم متمرکز دارای( AFG) یعملکرد

ی یک تیر مدل محاسبات [58] شارما و همکارانجرم متمرکز را بررسی کرد.  یهاتوده یچر ش ینرسیو ا ی روج از مرکز محور

ر د گاهی رایج، ارائه دادند.های تکیهاین تیرها در شر ارتعاش  یهایژگین ونشان داد یبراای با تغییرات نمایی را تابعی درجه

 یطول در جهت یینماتابع  کیبا  ،ریعرض ت و استمتغیر  یلدر جهت طو نمایی صورتبه ریت یکیمکان هایاین پژوهش، ویژگی

 یهای مرزو شر  تغییرات نماییبا  AFGMی رهایت آزاد یارتعاش عرض ل دقیقح [59] چی و همکارانبمبائی کند.یم رییتغ

 انیگراد شا ت نوک متصل وجرم  ،کشسانهای گاهتکیه های، اثرهاآن .کردندارائه را  برنولی-ی تیر اولرجویی از نگرهی، با بهرهکل

. کردند یبررسرا  متقارن و نامتقارن یمرز هایشر با  AFGM یرهایتهای ارتعاشی شکل مودو  یعیهای طببر فرکانس یینما

 MATLAB افزارنرمجویی از با بهره های مرزی رایجبا تغییرات نمایی و شر  FGM تیر یسازمدلبه  [14]گوتام و همکاران 

های مختلف بر مشخصات ارتعاشی و برداشت انرژی تیرهای تابعی عامل ثیرأتبه بررسی  [45]یدی و همکاران  ورش پردا تند.

یک معادله یکتا جهت  [44]هاشمی و همکاران  حسینیپردا تند.  شدهاصلاحبرشی  شکل ییرتغجویی از تئوری مدرج با بهره

 کوشی کارگیری رابطهبهبا شرایط مرزی کلی را با  برنولی غیریکنوا ت و مدرج تابعی محوری -سی ارتعاشات آزاد تیرهای اولربرر

معادله مشخصه دقیق فرکانسی به ارائه  [41]حسینی هاشمی و همکاران  به دنبال آن و در پژوهش دیگری، در دسترس قرار دادند.

با حل  کلی در دو انتها کلاسیکهمگن با شرایط مرزی غیرنابرنولی غیریکنوا ت و -مودها برای ارتعاشات عرضی تیر اولر و شکل

دهد یم نشان FGMهای ارتعاش آزاد تیر یینهدرزمهای صورت گرفته پژوهشبر  یمرورپردا تند.  معادله دیفرانسیل حاکمدقیق 

ی بر انتهای متمرکز جرم و کشسان هایگاهتکیه اثرناهمگن،  هایتیر یارتعاشات عرض یبررس یمختلف برا یهاکه با وجود روش

اری برای راهک برای نخستین بار،در این پژوهش،  .است نشده بررسی متغیر، نمایی هایویژگی باتیر تیموشنکوی مدرج تابعی 

های رگرفتن اث در نظربا  ،بر اساس الگوی تیر تیموشنکو محوریای تابعی درجه حل دقیق معادله دیفرانسیل ارتعاش آزاد تیر

 توانیم پیشنهادی راهکاربر اساس  ، ارائه شود.و ممان اینرسی آن های کشسان انتهایی و اثر جرم متمرکز انتهاییگاهتکیه زمانهم

 ریت یهادلم نیو اشد قائل  زیتما یرشب یرهایو ت یلیر یرهایت ،برنولی -لراو یرهایت موشنکو،یتهمگن و ناهمگن  یرهایت نیب

، بیومتریال در مهندسی پزشکی عنوانبه FGMهای کاربردی مواد کند، بر پایه نمونهیادآوری می حل کرد. کپارچهی یرا به روش

ناطیس غصنایع الکتروم ژنراتورهای ترموالکتریک درسنسورها و ، صنعت هوافضاهای فضایی در هندیواره  ارجی سفیسازه راکت و 

، امری گاهی گوناگونبا شرایط تکیه یژهوبه، FGMتر رفتار پویا و دینامیکی جزءها و تیرهای ، شنا ت بهتر و ارزیابی دقیق[42]

 ها بینجامد.حوزهتری در این و بهینه ترمناس  های نهاییبه طرحتواند ناپذیر است که میاجتناب

 نهاديسازي پیشرابطه -0

مدول  ،جرم یچگال یعنیمواد، های ویژگی .شده است نشان داده، 5، در شکل x یمحور مختصاتبا و  Lطول به  یریت

 :[58] کنندیم رییتغ یی زیرتوابع نما صورتبه یو در جهت محور وستهیپ طوربه، AFGM ریت کشسانی و مدول برشی

(5) 𝜌(𝑥) = (𝜌)0𝑒
2𝛽(𝑥/𝐿), 𝐸(𝑥) = (𝐸)0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿), 𝐺(𝑥) = (𝐺)0𝑒
2𝛽(𝑥/𝐿) 

باشند. چگالی جرمی می، 𝜌 و مدول برشی،  Gکشسانی،مدول ،  E، شا ت تغییرات نمایی بدون یکا است. 𝛽های بالا،در رابطه 

 AFGM و سفتی برشی تیر ی مش یسفت ،طول واحد در شده توزیع چر شی اینرسی ،در واحد طولتوزیع شده جرم ، بر این پایه

  :آیدمیدست ه ب ریز صورتبه ،یینما

                                                           
1 Finite Difference Method 
2 Direct Time Integration Method 
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(4) 𝜌(𝑥)𝐴 = 𝜌0𝐴𝑒
2𝛽(𝑥/𝐿), 𝜌(𝑥)𝐼 = 𝜌0𝐼𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿), 𝐸(𝑥)𝐼 = 𝐸0𝐼𝑒
2𝛽(𝑥/𝐿), 𝜅𝐴𝐺(𝑥) = 𝜅𝐴𝐺0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿) 

سازی در ادامه، جهت مدل .باشدمی برش تصحیح ضری  ، 𝜅وسطح مقطع  دوم مرتبه ممان ،I ،مقطع سطح، A ،که در آن

اشاره  ،رتی ابتدا و انتهایبه  ترتی ، به، Lو 0 یهاپانویسشود. های دورانی و انتقالی  طی استفاده میهای کشسان، از فنرگاهتکیه

به ترتی ، سختی فنر انتقالی در ابتدا و انتهای  ،TLkو  0Tkختی فنر دورانی در ابتدا و انتهای تیر و به ترتی ، س ،RLk و R0k .دارند

  باشند.تیر می

𝑘𝑅0 𝑘𝑅𝐿  

𝑀0 , 𝐽0 

x=0 x=LL

ρ(x),E(x),G(x)

𝑘𝑇𝐿  𝑘𝑇0 

w(X,t)

x
𝑀𝐿 , 𝐽𝐿 

 

  انتهايي متمركز هايجرم با انتقالي و دوراني كشسان گاهتکیه سردو AFGMتیر  3شکل 

R0K و RLK، ای بدون یکای سختی دورانی در ابتدا و انتهای تیر و هبه ترتی ، عاملT0K و TLK، های بدون به ترتی ، عامل

 شوند:معرفی می در ادامهها، باشند. این عاملیکای سختی انتقالی در ابتدا و انتهای تیر می

(1) 𝐾𝑅0 =
𝑘𝑅0𝐿

𝐸𝐼
, 𝐾𝑅𝐿 =

𝑘𝑅𝐿𝐿

𝐸𝐼
, 𝐾𝑇0 =

𝑘𝑇0𝐿
3

𝐸𝐼
, 𝐾𝑇𝐿 =

𝑘𝑇𝐿𝐿
3

𝐸𝐼
. 

ابتدا و انتهای تیر، به ترتی ، با در  و انتقالی سختی دورانی هایضری ها، ها و درک بهتر مقدار سختیهسازی رابطبرای ساده

 :شوندگردند و به قرار زیر پنداشته میعرفی میم LT و 0R، LR،0  T نمادهای

(2) 𝑅0 =
 𝐾𝑅0

1 + 𝐾𝑅0
, 𝑅𝐿 =

 𝐾𝑅𝐿
1 + 𝐾𝑅𝐿

, 𝑇0 =
 𝐾𝑇0

1 + 𝐾𝑇0
, 𝑇𝐿 =

 𝐾𝑇𝐿
1 + 𝐾𝑇𝐿

. 

صفر و یک بین   ،LT و 0R، LR،0  T های سختی نهایت تغییر کنند، ضری از صفر تا بی سختی های بدون یکایعامل کهیهنگام

در انتهای  LJبا اینرسی چر شی   LMدر ابتدای تیر و جرم متمرکز   0J اینرسی چر شی با 0Mجرم متمرکز تغییر  واهند کرد. 

های بدون یکای اینرسی چر شی در ضری  و های بدون یکای جرم متمرکز در ابتدا و انتهای تیرشوند. ضری میتیر، پنداشته 

 قرار زیر است: شوند و بهنشان داده می 𝛾𝐿و  𝛼0،𝛼𝐿،  𝛾0 با ترتی ،، بهابتدا و انتهای تیر

(1) 𝛼
0
=
𝑀𝑂

𝜌𝐴𝐿
, 𝛼

𝐿
=
𝑀𝐿

𝜌𝐴𝐿
, 𝛾0 = √

 𝐽0
𝜌𝐴𝐿3

, 𝛾𝐿 = √
 𝐽𝐿
𝜌𝐴𝐿3

 

ک جزء تیر را یکه تعادل دینامیکی چر شی و انتقالی  هیحاکم پا لیفرانسید همعادلدو  موشنکو،یت ریتالگوی  از جوییبا بهره

 زیر است:  قرار به(، φ) و دوران سطح مقطع( w) شامل تغییر مکان عرضی ،جایی حاکم بر آنمیدان جابهبر اساس کند، بیان می

(6) 𝜕

𝜕𝑥
[𝜅𝐴𝐺0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑)] − 𝜌0𝐴𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 0 
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(7) ∂

∂𝑥
[𝐸0𝐼𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿)
𝜕𝜑

𝜕𝑥
] −  𝜅𝐴𝐺0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑) − 𝜌0𝐼𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿)
𝜕2𝜑

𝜕𝑡2
= 0 

گشتاور  باشد. از سوی دیگر،شکل جانبی تیر می تغییر ،w  مشی و هایدوران ناشی از تغییر شکل ،φهای بالا، در رابطه

 :باشندمی قرار زیربه ، به ترتی ،  Qو نیروی برشی  Mی مش

(8) 𝑀 = 𝐸0𝐼𝑒
2𝛽(𝑥/𝐿)

𝜕𝜑

𝜕𝑥
, 𝑄 = 𝜅𝐴𝐺0𝑒

2𝛽(𝑥/𝐿) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑) 

ی زیر بر قرار رابطه، 6ی در رابطه 𝜑با جداسازی متغیر . حذف گردد 7و  6های ، در رابطه𝜑بایست متغیر در این مرحله، می

 است:

(9) 𝜕𝜑

𝜕𝑥
= −

2𝛽

𝐿

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
(𝜌𝐴)0
(𝜅𝐺𝐴)0

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
−
2𝛽

𝐿
𝜑 

معادله دیفرانسیل ارتعاش آزاد حاکم بر تیر ، xنسبت به  7ی در مشتق رابطه 9ی های رابطه، با جایگذاری مشتقتیدرنها

 آید:میدست  به 51ی رابطههمانند  AFGMتیموشنکوی 

(51) 

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+
4𝛽

𝐿

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ (

2𝛽

𝐿
)2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
− [

𝜌0𝐴

𝜅𝐴𝐺0
+
𝜌0𝐼

𝐸0𝐼
]
𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
−
2𝛽

𝐿
[
𝜌0𝐴

𝜅𝐴𝐺0
+
𝜌0𝐼

𝐸0𝐼
]
𝜕3𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑡2
+
𝜌0𝐴

𝐸0𝐼

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2

+
𝜌0𝐴𝜌0𝐼

𝜅𝐴𝐺0𝐸0𝐼

𝜕4𝑤

𝜕𝑡4
= 0   

 های پاسخ تغییر شکل تیر، به قرار زیر است:با فرض ارتعاش هارمونیک، تابع

(55) 𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥) sin 𝜔𝑡 , 𝜑(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥) sin 𝜔𝑡 

باشد. در ادامه، برای سادگی ای میفرکانس زاویه ،𝜔دوران ناشی از  مش و  ی، دامنه𝜓(𝑥) ی ارتعاش،، دامنه 𝑊(𝑥)ه در آن،ک

 شود:های بدون بعد زیر معرفی میکار، کمیت

(54) 𝜉 =
𝑥

𝐿
, 𝑈 =

𝑊

𝐿
, 𝑟2 =

𝜌0𝐼

𝜌0𝐴𝐿
2
, 𝑠2 =

𝐸0𝐼

𝜅𝐴𝐺0𝐿
2
, 𝛺2 =

𝜌0𝐴

𝐸0𝐼
𝐿4𝜔2 

ای هبا جایگذاری تابع باشد.میمقطع  یشکل برش رییتغ، نشانگر s عامل و چر شی ینرسیثر انشانگر ا ،r عامل ی بالا،طهدر راب

 :[5] شوندنویسی میشکل زیر باز، به 51 و 9 ،8های ، رابطه54های جویی از برابریپاسخ و با بهره

(51) 𝑀 = 𝑒2𝛽𝜉
𝐸0𝐼

𝐿

𝑑𝜓

𝑑𝜉
, 𝑄 = 𝜅𝐴𝐺0𝑒

2𝛽𝜉 (
𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ 𝜓) 

(52) 𝑑𝜓

𝑑𝜉
+ 2𝛽𝜓 = −

𝑑2𝑈

𝑑𝜉2
− 2𝛽

𝑑𝑈

𝑑𝜉
− 𝑠2𝛺2𝑈, 

(51) 𝑑4𝑈

𝑑𝜉4
+ 4𝛽

𝑑3𝑈

𝑑𝜉3
+ [4𝛽2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]

𝑑2𝑈

𝑑𝜉2
+ 2𝛽(𝑟2 + 𝑠2)𝛺2

𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ (𝑟2𝑠2𝛺2 − 1)𝛺2𝑈 = 0 

𝛽)همگن  یرهایت نیب توانیمی درجه چهارم بالا، با توجه به معادله  = 𝛽)همگن و نا (0 ≠  لر،او یرهایت موشنکو،یت( 0

 ریت کی یابر، سخن دیگر بهحل کرد.  کپارچهی یرا به روش ریت ی مختلفهاالگوو شده قائل  زیتما یبرش یرهایو ت یلیر یرهایت

𝑠  ،موشنکویت ≠ 𝑟و 0 ≠ 𝑟برشی، ریت کبرای ی باشد.می 0 = 𝑠ی،لیر ریت کدر مورد ی شود.باشد و تنها اثر برش لحاظ میمی  0 =

𝑠 زمانطور هماگر به شود.باشد و تنها اثر اینرسی چر شی در نظر گرفته میمی 0 = 𝑟و  0 = های تیر رابطه ،شود پنداشته 0

با استفاده  باید دانست که . واهد شدگرفته  دهیناد ی،چر ش ینرسیو ا یشکل برش رییتغ در آن،شود که یم یابیباز ی،برنول -لراو

𝜈) توان گفت که با ثابت پنداشتن ضری  پواسونمیی میان مدل برشی و مدول کشسانی، از رابطه = و ثابت پنداشتن  (0.3

𝜅)تصحیح برشی برای مقطع مستطیلی ضری   =
5

6
ی رابطه ( که درs)مقطع  یشکل برش رییتغاثر  و (rچر شی ) ینرسیر اثا (،

 :[41] وابسته است ،(h/L) ، تنها به نسبت ضخامت به طول تیرشده استمعرفی  54

(56) 𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
, 𝑟2 =

1

12
(
ℎ

𝐿
)2, 𝑠2 =

(1 + 𝜐) 

6𝜅
(
ℎ

𝐿
)2 



چينجمه سالمیان، محسن بمبائي 082  

 

 0/ شماره 4/ دوره 3421مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

( را 𝜓) های  مشی( و دوران ناشی از تغییر شکل𝑈) های تغییر شکل جانبی تیر در واحد طولکلی تابع در ادامه، پاسخ

 های زیر بیان کرد:تابع توان بامی
(57) 𝑈(𝜉) = 𝐶𝑒𝜆𝜉 , 𝜓(𝜉) = 𝐻𝑒𝜆𝜉 

به  ،51 یی رابطهمشخصه معادلهباشند. می 𝜓(𝜉)  و 𝑈(𝜉) هایهای مجهول مربو  به تابعثابت ترتی ،به ، 𝐻و  𝐶 که در آن

 قرار زیر است:

(58) 𝜆4 + 4𝛽𝜆3 + [4𝛽2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]𝜆2 + 2𝛽(𝑟2 + 𝑠2)𝛺2𝜆 + (𝑟2𝑠2𝛺2 − 1)𝛺2 = 0 

 شود:ی زیر، حاصل می، چهار ریشه58ی از حل معادله

(59) 𝜆1,3 = {
−𝛽 ± 𝛿1, 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[1]

−𝛽 ± 𝑖𝛿1, 𝛺 ≥ 𝛺𝑐𝑟
[1]
, 𝜆2,4 = {

−𝛽 ± 𝛿2 , 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟
[2]

−𝛽 ± 𝑖𝛿2 , 𝛺 ≥ 𝛺𝑐𝑟
[2]

 

 ها:که در آن

(41) 𝛺𝑐𝑟
[1] = 𝛽2√

2

1 + 𝛽2(𝑟2 + 𝑠2) + √1 + 2𝛽2(𝑟2 + 𝑠2) + 𝛽4(𝑟2 − 𝑠2)2
 , 

(45) 𝛺𝑐𝑟
[2] =

1

𝑟𝑠
√1 + 𝛽

2(𝑟2 + 𝑠2) + √1 + 2𝛽2(𝑟2 + 𝑠2) + 𝛽4(𝑟2 − 𝑠2)2

2
, 

(44) 𝛿1 =

{
 
 
 

 
 
 √4𝛽2 − 2 [√(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]

2
, 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[1]

0                                                                                            , 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[1]

√2 [√(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2 + (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2] − 4𝛽2

2
, 𝛺 > 𝛺𝑐𝑟

[1] 

 

(41) 𝛿2 =

{
 
 
 

 
 
 √4𝛽2 + 2 [√(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2 − (𝑟2 + 𝑠2)𝛺2]

2
, 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[2]

0                                                                                            , 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[2]

√2 [(𝑟2 + 𝑠2)𝛺2 − √(𝑟2 − 𝑠2)2𝛺4 + 4𝛺2] − 4𝛽2

2
, 𝛺 > 𝛺𝑐𝑟

[2] 

 

 شوند: زیر پنداشته می صورتبههای مود شکل تیر، ، تابعهای بالابا استفاده از رابطه

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 cosh(𝛿1𝜉) + 𝐶2 sinh(𝛿1𝜉) + 𝐶3 cosh(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sinh(𝛿2𝜉)], 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟
[1]

 (42)  

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 cos(𝛿1𝜉) + 𝐶2 sin(𝛿1𝜉) + 𝐶3 cosh(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sinh(𝛿2𝜉)], 𝛺𝑐𝑟
[1] < 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

[2]
 (41)  

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 cos(𝛿1𝜉) + 𝐶2 sin(𝛿1𝜉) + 𝐶3 cos(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sin(𝛿2𝜉)], 𝛺 > 𝛺𝑐𝑟
[2]

 (46)  

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 + 𝐶2𝜉 + 𝐶3 cosh(𝛿2𝜉) + 𝐶4 sinh(𝛿2𝜉)], 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[1]

 (47)  

𝑈(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐶1 + 𝐶2𝜉 + 𝐶3 cos(𝛿1𝜉) + 𝐶4 sin(𝛿1𝜉)], 𝛺 = 𝛺𝑐𝑟
[2]

 (48)  

𝛺𝑐𝑟 های کنونی،در رابطه
𝛺𝑐𝑟  و  [1]

ه س درتوان یها را متمام فرکانسباشد. نشانگر تغییر فاز می ،درواقعهای بحرانی و فرکانس[2]

𝛺) یهدر محدود ی یکم،دستهکرد.  بندیطبقهمختلف  یدسته < 𝛺𝑐𝑟
 نییهای پادر محدوده فرکانس ی،دوم. ردیگیقرار م( [1]

(𝛺𝑐𝑟
[1] < 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

𝛺) های بالاسی محدوده فرکاندهندهو پایانی، نشان قرار دارد( [2] > 𝛺𝑐𝑟
 ،42ی با توجه به رابطهباشد. می ([2]

𝛺 راحتی قابل درک است که برایبه < 𝛺𝑐𝑟
، نشانگر امواج 42 ی، معادلهبنابراین .هستند های هذلولیهای درگیر، تابعتابع ، [1]
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شود. در ادامه، بیشتر تمرکز این حاصل می ،46و  41های های استخراجی از رابطهدو، شکل مدرنتیجه واهد بود.  انتشارغیرقابل

𝛺𝑐𝑟 در حالت، 41ی از رابطه های استخراجیدوم نوشتار، بر روی شکل
[1] < 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

 جویی از آن در که بهرهباشد می[2]

𝛺𝑐𝑟یمقدار فرکانس طبیعی در بازه کهدرصورتیتر است. های انجام گرفته، رایجپژوهش
[1] < 𝛺 < 𝛺𝑐𝑟

قرار گیرد، تابع دوران تیر  [2]

 : ی زیر، بیان شودتواند با رابطهمی

(49) 𝜓(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉[𝐻1 cos(δ1ξ) + 𝐻2 sin(δ1ξ) + 𝐻3 cosh(δ2ξ) + 𝐻4 sinh(δ2ξ)] 

 :شودی زیر حاصل میرابطه ،سازیساده و 52ی در رابطه، 49و  41ی هادر ادامه، با جایگزینی رابطه

JH = NC, (11-)الف  

H = J−1NC (11-)ب  

 که در آن:

(15) J = [

𝛽 𝛿1 0 0
−𝛿1 𝛽 0 0
0 0 𝛽 𝛿2
0 0 𝛿2 𝛽

] 

(14) N =

[
 
 
 
 −𝑠

2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿1
2 0 0 0

0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿1
2 0 0

0 0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 − 𝛿2
2 0

0 0 0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 − 𝛿2
2]
 
 
 
 

 

(11) H = [𝐻1 𝐻2 𝐻3 𝐻4]
𝑇 , C = [𝐶1 𝐶2 𝐶3 𝐶4]

𝑇 

 سیبالانو کند ویرا مشخت م سیماتر ایبردار  کی ی، ترانهادهT سیهستند، بالانو های مجهولثابت jHو  jCهای بالا، در رابطه

 آید:دست میبه  12ی رابطه ،49 یمعادله در (ب-11)ی معادله ینیگزیجابا است.  سیماتر کی معکوس نشانگر 1-

(12) 𝜓(𝜉) = 𝑒−𝛽𝜉H𝑇V = 𝑒−𝛽𝜉C𝑇N𝑇(J−1)𝑇V 

 :که در آن

(11) V = [cos(𝛿1𝜉) sin(𝛿1𝜉) cosh(𝛿2𝜉) sinh(𝛿2𝜉)]
𝑇  

𝛺در صورتی که  > 𝛺𝑐𝑟
به   Vبردار و N و Jی هاقرار است. با این تفاوت که ماتریسهمچنان بر 12و  11های باشد، رابطه [2]

 شوند:های زیر جایگزین میبا رابطهترتی ، 

(16) J =  [

𝛽 𝛿1 0 0
−𝛿1 𝛽 0 0
0 0 𝛽 𝛿2
0 0 −𝛿2 𝛽

] 

(17) N =

[
 
 
 
 −𝑠

2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿1
2 0 0 0

0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿1
2 0 0

0 0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿2
2 0

0 0 0 −𝑠2𝛺2 + 𝛽2 + 𝛿2
2]
 
 
 
 

 

(18) V = [cos(𝛿1𝜉) sin(𝛿1𝜉) cos(𝛿2𝜉) sin(𝛿2𝜉)]
𝑇  

، (𝜓)های  مشی، دوران ناشی از تغییرشکل(𝑈) در واحد طول تغییر شکل جانبی تیری زیر جهت محاسبه های، رابطهدرنهایت

 شوند:، پیشنهاد می(Q)و نیروی برشی  (M)  مشی گشتاور
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(19) 𝑈 = 𝑒−𝛽𝜉C𝑇V, 𝜓 = 𝑒−𝛽𝜉C𝑇N𝑇(J−1)𝑇V 

(21) 𝑀 =
𝐸0𝐼

𝐿
𝑒𝛽𝜉C𝑇N𝑇(J−1)𝑇 (−𝛽 +

𝑑

𝑑𝜉
)V, 𝑄 = 𝜅𝐴𝐺0𝑒

𝛽𝜉C𝑇 (−𝛽 +
𝑑

𝑑𝜉
+ N𝑇(J−1)𝑇)V 

ای ، شرایط مرزی تیر تیموشنکوی تابعی درجه(Q)و نیروی برشی  (M)  مشی گشتاورهای مربو  به جایگزینی رابطهبا 

 د بود:قرار زیر  واه ا لحاظ اثر اینرسی چر شی جرم متمرکز، بههای کشسان انتهایی و جرم متمرکز انتهایی، بگاهمحوری با تکیه

𝑑𝜓 الف(-25)

𝑑𝜉
− 𝐾𝑅0𝜓(𝜉) + 𝛾0

2𝛺2𝜓(𝜉) = 0,                                                     𝜉 = 0 

𝜅𝐴𝐺0 ب(-25) (
𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ 𝜓) −

𝐾𝑇0𝐸0𝐼

𝐿3
𝑈(𝜉) 𝐿 + 𝛼

0
𝛺2𝑈(𝜉) = 0,                  𝜉 = 0 

𝑒2𝛽 ج(-25)
𝑑𝜓

𝑑𝜉
+ 𝐾𝑅𝐿𝑒

2𝛽𝜓(𝜉) − 𝛾𝐿
2𝛺2𝜓(𝜉) = 0,                                       𝜉 = 1 

𝜅𝐴𝐺0𝑒 د(-25)
2𝛽 (

𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ 𝜓) +

𝐾𝑇𝐿𝐸0𝐼𝑒
2𝛽

𝐿3
𝑈(𝜉) 𝐿 − 𝛼

𝐿
𝛺2𝑈(𝜉) = 0      𝜉 = 1 

ی در رابطه LT و 0R، LR،0  T نمادهایبه ترتی ، با  ، کهابتدا و انتهای تیر و انتقالی در سختی دورانی هایبا جایگزینی ضری 

  :گیرنددر دسترس قرار میزیر  هایهمانند برابری، AFGMتیر تیموشنکوی  های مرزی کلی، شر است شدهمعرفی  2

1) الف(-24) − 𝑅0)
𝑑𝜓

𝑑𝜉
− 𝑅0𝜓(𝜉) + (1 − 𝑅0)𝛾0

2𝛺2𝜓(𝜉) = 0,                               𝜉 = 0 

 ب(-24)
(1 − 𝑇0)

𝑠2
(
𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ 𝜓) − 𝑇0𝑈(𝜉) + (1 − 𝑇0) 𝛼0𝛺

2𝑈(𝜉) = 0,                   𝜉 = 0 

1) ج(-24) − 𝑅𝐿)𝑒
2𝛽𝜉

𝑑𝜓

𝑑𝜉
+ 𝑅𝐿𝑒

2𝛽𝜉𝜓(𝜉) − (1 − 𝑅𝐿)𝛾𝐿
2𝛺2𝜓(𝜉) = 0,               𝜉 = 1 

 د(-24)
(1 − 𝑇𝐿)

𝑠2
𝑒2𝛽𝜉 (

𝑑𝑈

𝑑𝜉
+ 𝜓) + 𝑇𝐿𝑒

2𝛽𝜉𝑈(𝜉) − (1 − 𝑇𝐿) 𝛼𝐿𝛺
2𝑈(𝜉) = 0   𝜉 = 1 

( و دوران ناشی از 𝑈) در واحد طول کل جانبی تیرتغییر ش برای یافتنهای پیشنهادی جویی از رابطهدر ادامه، با بهره

، مجهول چهار -معادله های مجهول، یک دستگاه چهارثابت برحس سازی آن و مرت  ،24ی ، در رابطه(𝜓) های  مشیتغییرشکل

 آید:ماتریسی زیر به دست می یهمانند رابطه

(21) KC = 0 

 

(22) K = [

𝐾11 𝐾12 𝐾13 𝐾14
𝐾21 𝐾22 𝐾23 𝐾24
𝐾31 𝐾23 𝐾33 𝐾34
𝐾41 𝐾24 𝐾34 𝐾44

] 

 تیر است.های ثابت ارتعاش آزاد ماتریس ضری و تغییرشکل جانبی های مجهول به ترتی ، بردار ثابت Kو   Cآنکه در 

های تنها در صورتی دارای پاسخ است که دترمینان ماتریس ضری  ،دستگاه معادله بالا اند.پیوست آمده در Kهای ماتریس درایه

 تیر یهای ثابت ارتعاش آزاد سازه، معادله مشخصهپایه، با صفر پنداشتن دترمینان ماتریس ضری شود. بر این ثابت، برابر صفر 

های تم و به دنبال آن، شکلهای طبیعی سیسهای حقیقی معادله مشخصه، فرکانسآوردن ریشهبا به دست . آیدمی دست به

 از حاصل ىمشخصه لهدمعاشود. جویی میبهره Mapleافزار ریاضی برای این منظور، از نرمدر دسترس  واهد بود. ارتعاشی سازه 

با  AFGM ىتیر تیموشنکوى مشخصه لهدمعا ردمو، در 51ى لهدبر معا صل حاکماکه  شده است ئهارا اىگونه به 22 رتعبا

 یشدهیبنددرجهتابعی ى تیر تیموشنکوى له مشخصهدمعادر  کهیدرصورت، گریدانیببه .ستار ابرقر، کلی نیز زىمرى ها شر

 ىمشخصه لهدمعا د،نشو شتهاپند صفر ،(s) مقطع برشی شکل تغییر و (r) چر شی ینرسیا هایثر، ا22رت عبااز حاصل رى محو
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 شتهاصفر پند (s)ثر تغییر شکل برشی مقطع اتنها  کهیدرصورت .یدآست میدبه رى، محو یشدهیبنددرجه تابعی برنولی -لراو تیر

 ینرسیا ثراتنها  ،نهایی ىمشخصه لهدمعا در کهیدرصورت در دسترس  واهد بود.همگن نایلی رتیر ى له مشخصهدمعاد، شو

با صفر کند، آوری مییاد .یدآمی ستد به رى،محو یشدهیبنددرجه برشی تیر ىمشخصه لهدمعا د،شو شتهاپند صفر (r) چر شی

باید افزود،  .دست  واهد آمدبه ی تیر همگن ی نهایی، معادله مشخصهدر معادله مشخصه (β) نماییشا ت تغییرات  پنداشتن

ارتعاش اجباری بر این پایه،  .تنها برای ارتعاش آزاد تیرها در مقیاس ماکروسکوپی کاربرد  واهد داشت آمدهدستبههای رابطه

ی های آتی مورد ارزیابتوانند در پژوهشهای حل دقیق، می، با توجه به محدودیتدر نظر گرفتن مقیاس میکروسکوپییا یرها و ت

 قرار گیرند.

 هاي عدديمقايسه -1

های مرزی نمونه از شر  یکبرای  ،(nΩ) ضری  فرکانس طبیعیسازی پیشنهادی، سنجی رابطهصحتبرای در این بخش، 

های و شر  با تغییرات نمایی AFGMتیر تیموشنکوی  ه به اینکه برایبا توجاند. درج شده 5ها در جدول اسخو پحساب کشسان 

بررسی  یهنمونشود. جویی میبهرهبرای مقایسه های تیر تیموشنکوی همگن هایی در دسترس نیست، از یافتهمرزی کشسان پاسخ

 ی( ابتدا و انتهایو انتقال ی)دوران یهای سختضری  یهت است که هممتفاو (h/L) تیر همگن با نسبت ضخامت به طول ،شده

سازی پیشنهادی در ، آشکار است که رابطه5های جدول یافته یبر پایه .(var.L=T0T=var.,L=R0R=0, β=) باشدمی ، متغیرریت

 های معتبر، کارایی و دقت بالایی دارد.سنجش با پژوهش

 نتهايىانتقالى و انى ن دوراكشساى هاهتیر همگن با تکیهگااى بردى هابطه پیشنرامايى آزستىرا 3ول جد

h/L L=ToT L=RoR nΩ 
 روش

 دىپیشنها

 و بمبائیچی

 رانهمکا

]59[ 

 [26] بمبائیچی

 و صلا دىقنا

 مفید

]1[ 

 و ىلا

 نراهمکا

[27] 

1/1 

6/1 6/1 

5=n 51979/1 51979/1 51991/1 - - 

4=n 81788/8 81791/8 81851/8 - - 

1=n 81529/15 81528/15 81571/15 - - 

55/51 55/51 

5=n 16184/2 16181/2 16511/2 1618/2 16511/2 

4=n 69861/51 69819/51 69879/51 699/51 69879/51 

1=n 89581/12 89584/12 89527/12 894/12 89527/12 

5/1 4/5 

4/5 

5=n 21459/5 - - 2144/5 - 

4=n 62111/2 - - 6211/2 - 

1=n 91119/58 - - 912/58 - 

55/51 

5=n 21712/5 - - 2171/5 - 

4=n 19496/7 - - 1911/7 - 

1=n 24152/41 - - 241/41 - 

 هاي ارتعاشيها بر فركانسارزيابي اثر عامل -4

کشسان  هایگاهشا ت تغییرات نمایی، تکیهها، های متفاوت تغییر شکل تیرالگوهای مختلفی همچون در این بخش، اثر عامل

ای هدار)عمق( تیر، بر روی مق انتقالی و دورانی، جرم متمرکز انتهایی، اینرسی چر شی جرم متمرکز و نسبت ضخامت به طولِ

 شود.های مختلف بررسی مینمونههای طبیعی در دقیق فرکانس

 هاي مرزي رايجتیر با شرط ها درهاي متفاوت تغییر شکل تیراثر الگو -3-4

با  AFGMتیر نمودار تغییرات ضری  فرکانس طبیعی مود یکم  بر هاهای متفاوت تغییر شکل تیرالگواثر در این بخش، 

 (F-C) رداریگ کسری -آزاد کسری، (C-F)آزاد  کسری -رداریگ کسر، ی(P-P)، دو سر مفصل (C-C) رداریدو سرگگاهی های تکیهشر 

به ترتی  ، (β)ت نمایی در برابر تغییر شا ت تغییرا، (P-C) رداریگ کسری -مفصل کسر، و ی(C-P) مفصل کسری -رداریگ کسری
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(، تیر =4/1h/Lبه ترتی ، نشانگر تیر تیموشنکو ) ،EBو  TB ،SHB ، RBهای. نمادشده استبررسی ، 7تا  4های همانند شکل

تیموشنکو و تیر  AFGMی های بررسی شده، تیر طرهباشد. بر این پایه و در میان نمونهبرنولی می -برشی، تیر ریلی و تیر اولر

 هایدارای کمترین و بیشترین فرکانس ، به ترتی ، = |𝛽|)5برنولی با قدر مطلق شا ت تغییرات یک ) -اولر AFGMدار سر گیردو

های تیموشنکو، تفاوت اندکی دارند. های برشی و تیرهای فرکانس طبیعی تیرتوان دریافت که مقدارمی باشند.طبیعی اساسی می

باشد. یگاهی رایج، ناچیز مهای فرکانس طبیعی تیر تیموشنکو با شرایط تکیههای اینرسی چر شی بر مقداردیگر، اثر به سخن

درصد بیشتر از  42برنولی، نزدیک به -فرکانس طبیعی مود یکم تیر اولر ، (β=0)سر گیردار همگن برای نمونه، در مورد تیر دو

درصدی  58ترتی ، سب  افزایش حدودی جویی از الگوی تیر ریلی و تیر برشی، به بهرهباشد. تیموشنکو میفرکانس طبیعی تیر 

فاوت، گاهی متهای تکیهی نمودار شر این، با مقایسهشود. افزون بر ود یکم تیر تیموشنکو میدرصدی فرکانس طبیعی م 5و 

 بیشتری دارد. یرتأثسر گیردار،  های طبیعی تیر دوشود که برش بر روی فرکانسدیده می

)شرايط  و انتقاليهاي كشسان دوراني گاهگاه كشسان در تیر با تکیههاي نسبت ضخامت به طول تیر و تکیهاثر -0-4

 مرزي متقارن(

، نمودار با تغییرات نمایی AFGMهای طبیعی تیر های کشسان بر فرکانسگاهبرای شنا ت بهتر اثر تکیهدر این بخش، 

های در برابر تغییر ضری ، 8های کشسان دورانی و انتقالی، همانند شکل گاهتیر با تکیه نخست تغییرات ضری  فرکانس طبیعی مود

های در نمودارهای شکلبه ترتی  ، (=4/1h/L و2/1) مختلف نسبت ضخامت به طول دوبرای ، و انتقالی های فنرهای دورانییسخت

( و در انتهای آن نیز یک فنر انتقالی و یک T0 k و R0k. در ابتدای تیر، یک فنر انتقالی و یک فنر دورانی، )شده استبررسی  51و  9

( و ضری  تغییرات LTو  T 0سختی فنر انتقالی در ابتدا و انتهای تیر)ضری  تغییرات . شده است یسازلمد( TLk و RLk) فنر دورانی،

. است 1.1 برابر نمایی در این بررسی، شا ت تغییرات است. 5تا  5/1 (، بین LR و 0Rدورانی در ابتدا و انتهای تیر ) سختی فنر

 ،ینباوجودا. ابدیمی افزایش سیستم هایفرکانس تیر، انتهای و ابتدا نتقالیا و دورانی فنر سختی ضری  افزایش با که است آشکار

 هایفرکانس افزایش اثر این، بر افزون. دهندمی نشان بیشتری حساسیت انتقالی، هایفنر سختی تغییرات به ارتعاشی هایفرکانس

 دامنه و افزایش شدت ،(h/L) تیر طول به تضخام نسبت افزایش با. است ترگیرچشم بالاتر، سختی هایضری  در ارتعاشی،

 بر شتریبی اثر کشسان هایگاهتکیه کمتر، ضخامت با هایتیر در دیگر، سخن به. یابدمی کاهش طبیعی هایفرکانس تغییرات

 .دارند طبیعی هایفرکانس تغییرات دامنه و مقدار افزایش

 
 سر گیرداردو هاي مختلف تغییر شکل تیر( براي الگوβدر برابر شاخص تغییرات ) Ω)1( فركانس طبیعي مود يکم 0شکل 
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 سر مفصلدو هاي مختلف تغییر شکل تیر( براي الگوβدر برابر شاخص تغییرات ) Ω)1( فركانس طبیعي مود يکم 1شکل 

 يکسر آزاد -يکسر گیردار ختلف تغییر شکل تیرهاي م( براي الگوβدر برابر شاخص تغییرات ) Ω)1( فركانس طبیعي مود يکم 4شکل 

 

 يکسر گیردار -يکسر آزاد هاي مختلف تغییر شکل تیر( براي الگوβدر برابر شاخص تغییرات ) Ω)1( فركانس طبیعي مود يکم 2شکل 
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 مفصل يکسر -گیردار کسري تیر شکل تغییر مختلف هايالگو براي( β) تغییرات شاخص برابر در( Ω1) يکم مود طبیعي فركانس 2 شکل

 گیردار يکسر -مفصل يکسر تیر شکل تغییر مختلف هايالگو براي( β) تغییرات شاخص برابر در( Ω1) يکم مود طبیعي فركانس 7 شکل

 

𝑘𝑅0 𝑘𝑅𝐿  

x=0 x=LL

𝑘𝑇𝐿  𝑘𝑇0 

w(X,t)

x

ρ(x),E(x),G(x)

 

  )var.) LT =0T =var., LR =0R ,0.5±=β= متقارن نتقالىو انى ن دوراكشساه تکیهگا سردو AFGM تیر 8 شکل
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نى ن دوراكشساه تکیهگا سردو AFGM تیر سختى ىضريبها تغییر برابر در نخست دمو طبیعى فركانس ضريب اتتغییردار نمو 2 شکل

 (h/L=0/2) 0/2 لنسبت ضخامت به طوبا  متقارن نتقالىو ا

 

ن كشساه تکیهگا سردو AFGM تیر ختىس ىضريبها تغییر برابر در نخست دمو طبیعى فركانس ضريب اتتغییردار نمو 32 شکل
 (h/L=4/2) 4/2 لنسبت ضخامت به طوبا  متقارن نتقالىو انى دورا

 ی زیادسخت  یدرصد( و ضر 11) انهیدرصد(، م 51ی کم )سخت  یضر رینظ یعیهای طبفرکانس  یضر یها، پاسخدر ادامه

 ،4جدول های ی پاسخبر پایه. آمده است 4جدول  در ضخامت به طول متفاوت، هایبا نسبت ،نخست( در سه مود درصد 91)

ل برابر تیر با نسبت ضخامت به طو یعیهای طبرا بر فرکانس اثر نی، کمترانتقالی و دورانی های کشسانگاهتکیه یسخت شیافزا

برابر  واهد  1/8حدود  و برابر 1کمتر از   ،یآن، به ترت کمیمود  یعی، فرکانس طبکه در سختی میانه و زیاد یاگونهبهدارد؛  2/1

دارد؛  (=1h/Lبرنولی )-تیر اولر یعیهای طباثر را بر فرکانس نیشتریهای کشسان، بگاهتکیه یسخت شی. در برابر آن، افزاشد

 ، فرکانسدر سختی میانه. برابر  واهد شد 9 نه،یآن نسبت به حالت کم کمیمود  یعیطب فرکانس ،در سختی زیادکه  یاگونهبه

 هایها در مودافزون بر این، با افزایش نسبت ضخامت به طول، شدت کاهش فرکانس برابر  واهد شد. 1بیش از  کم،یود م یعیطب

 تر است.گیرتر، چشمبالا
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هاي كشسان دوراني و انتقالي زير گاهاثرهاي نسبت ضخامت به طول تیر و جرم متمركز در تیر طره با تکیه -4-1

 زي نامتقارن( جرم متمركز )شرايط مر اثر

 یفنر دورانو یک  )TLk (فنر انتقالیکه در انتهای آن یک  AFGMبر تیر  )0M( جرم متمرکز یرتأثدر این بخش، به بررسی 

)RLk( تیر طره  نخست نمودار تغییرات ضری  فرکانس طبیعی مودشود. پردا ته می ،55، همانند شکل شده است یسازمدل

ت نسبت ضخام دوبرای ، جرم متمرکز و اینرسی چر شی جرم متمرکزهای برابر تغییر ضری  دربا جرم متمرکز،  AFGMکشسان 

سختی فنر دورانی ضری  تغییرات . آمده است 51و  54های (، به ترتی  در نمودارهای شکل=4/1h/Lو2/1طول مختلف ) به

و ضری   (𝛼0)ضری  جرم متمرکز  است. 5تا  5/1(، بین LTفنر انتقالی انتهای تیر ) ( و ضری  تغییرات سختیLR) انتهای تیر

. شده استدر نظر گرفته   β=0.5 شا ت تغییرات بررسی،در این کند. تغییر می 5تا  1بین  ،(𝛾0) اینرسی چر شی جرم متمرکز

 شی آن، های جرم متمرکز و اینرسی چرزمان ضری ، آشکار است که با افزایش هم51و  54های بررسی نمودارهای شکل با

و در ( 5/1 بازه صفر تاتر )ضری  جرم متمرکز پاییندر  ارتعاشی، تغییرات فرکانس یدامنهیابند. های طبیعی کاهش میفرکانس

یستم های سهای کشسان، فرکانسگاهتکیه با افزایش سختی ،های دیگر است. همچنینبیشتر از دامنه ضری  سختی بالاتر،

ی طبیعی هاتغییرات فرکانس یشدت افزایش و دامنهاین، با افزایش نسبت ضخامت به طول تیر، بر  افزون. کندافزایش پیدا می

 یابد.کاهش می

با نسبت در سه مود نخست انتقالي و دوراني گاه كشسان هیدوسر تک ریت )nΩ( مقدارهاي متفاوت ضريب فركانس طبیعي 0جدول 

 ضخامت به طول متفاوت

h/L nΩ 
 LT = 0= T LR = 0R 

 (9/1) سختی زیاد (1/1) سختی میانه (5/1) سختی کم

0/0 
 (برنولی -اولر تیر)

5=n 28144/1 22926/5 41955/2 

4=n 89717/1 58111/1 18191/51 

1=n 91191/44 84181/41 68459/12 

4/1 

5=n 28151/1 22819/5 44287/2 

4=n 81751/5 12196/1 57565/51 

1=n 47584/41 61866/44 16671/49 

2/1 

5=n 28296/1 22198/5 54656/2 

4=n 71199/5 71419/2 48688/9 

1=n 19175/56 81641/57 19121/44 
 

𝑘𝑅𝐿  

x=0 x=LL

𝑘𝑇𝐿  

w(X,t)

x

𝑀0 , 𝐽0 

ρ(x),E(x),G(x)

 

 )var.) 𝜸𝟎 =𝜶𝟎 =var., LR = LT ,0.5±=β=در سر آزاد  جرم متمركز هاي كشسان دوراني و انتقالي زير اثرگاهتیر طره با تکیه 33 شکل
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 ازاىمتمركز به م با جر AFGM نكشسا ىهطر تیر براي متمركز مجر برابر در نخست دمو طبیعى فركانس ضريب اتتغییر دارنمو 30 شکل

β=0.5 2.0 لطونسبت ضخامت به در هاي متفاوت و سختي (h/L =0.2) 

 

` 

 ازاىمتمركز به م با جر AFGM نكشسا ىهطر تیر براي متمركز مجر برارب در نخست دمو طبیعى فركانس ضريب اتتغییر دارنمو 31 شکل

β=0.5  2.4ل طونسبت ضخامت به هاي متفاوت در و سختي (h/L =0.4) 

 ی زیادسخت  یدرصد( و ضر 11) انهیدرصد(، م 51ی کم )سخت  یضر رینظ یعیهای طبفرکانس  یضر یها، پاسخدر ادامه

 شیافزا ،1 جدولهای ی پاسخبر پایه. آمده است 1در جدول  طول متفاوت، ها نسبت ضخامت بب نخستدر سه مود  ،(درصد 91)

سبت تیر با ن یعیهای طبرا بر فرکانس اثر نی، کمترانتهایی و جرم متمرکز ابتدای تیر های کشسانگاهتکیه یسخت زمانهم

برابر  1/4 کمتر از  ،یآن، به ترت کمیمود  یعی، فرکانس طبکه در سختی میانه و زیاد یاگونهبهدارد؛  2/1ضخامت به طول برابر 

 نیشتری، بانتهایی و جرم متمرکز ابتدای تیر های کشسانگاهتکیه یسخت زمانهم شی. در برابر آن، افزابرابر  واهد شد 1حدود  و

آن نسبت به  کمیمود  یعیطب فرکانس ،ددر سختی زیاکه  یاگونهبهدارد؛  (=1h/Lبرنولی ) -تیر اولر یعیهای طباثر را بر فرکانس

افزون بر این، با افزایش  برابر  واهد شد. 1/4بیش از  کم،یمود  یعیطب ، فرکانسدر سختی میانه. برابر  واهد شد 1 نه،یحالت کم

 تر است.گیرتر، چشمهای بالاها در مودنسبت ضخامت به طول، شدت کاهش فرکانس
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در سه  هاي كشسان دوراني و انتقالي انتهاييگاهو تکیه با جرم متمركز ریت )nΩ( ركانس طبیعيمقدارهاي متفاوت ضريب ف 1جدول 

 با نسبت ضخامت به طول متفاوتمود نخست 

h/L nΩ 
 0𝛾= 0𝛼 = LT = LR 

 (9/1) سختی زیاد (1/1) سختی متوسط (5/1) سختی کم

1/1 

 (برنولی -اولر تیر)

5=n 16856/1 94564/1 76821/5 

4=n 22111/5 11967/1 75178/1 

1=n 81696/59 29945/58 57192/44 

4/1 
5=n 16784/1 89174/1 51789/5 

4=n 18145/5 91158/5 61541/4 

1=n 45979/52 25117/6 87216/7 

2/1 
5=n 16714/1 88725/1 52917/5 

4=n 15995/5 95199/5 11271/4 

1=n 65425/54 95517/1 51191/7 

گاه كشسان دوراني و انتقالي سر تکیهدوAFGM  تیرهاي نسبت ضخامت به طول تیر و شاخص تغییرات بر ثرا -4-4

 )شرايط مرزي متقارن كلي( انتهايي هاي متمركزجرم با

های کشسان کلی، گاهتکیهبا AFGM  تیرهای طبیعی بر فرکانس(β)  برای شنا ت بهتر اثر شا ت تغییراتدر این بخش، 

انتقالی و دورانی به  هایدارای فنر AFGM متقارن تیر نخست نمودار تغییرات ضری  فرکانس طبیعی مود ،52شکل همانند 

(، به =4/1h/L و2/1نسبت ضخامت به طول مختلف ) دوبرای ، (β) نمایی در برابر تغییر شا ت تغییراتمتمرکز،  هایهمراه جرم

 به (T0k و R0k). در ابتدای تیر، یک فنر انتقالی و یک فنر دورانی شده استده نمایش دا 56و  51های ترتی  در نمودارهای شکل

شده  یسازمدل )LM(و جرم متمرکز  (TLk و RLk)یک فنر انتقالی و یک فنر دورانی  ،در انتهای آن نیزو  )0M(همراه جرم متمرکز 

و ضری  تغییرات سختی فنر دورانی در ابتدا و انتهای  (LTو  T 0) سختی فنر انتقالی در ابتدا و انتهای تیرضری  تغییرات . است

تا  1بین  (،𝛾𝐿و  𝛾0) و ضری  اینرسی چر شی جرم متمرکز (𝛼𝐿و  𝛼0)ضری  جرم متمرکز  است. 9/1تا  5/1(، بین LR و 0R) تیر

 شوددیده می 56و 51 هایشکل هاینمودار با توجه بهمتغیر است.  5تا  -5کند. در این بررسی، شا ت تغییرات بین تغییر می 5

 ن،یدهد. همچنیهمگن رخ م تیر یبرا ی،عیحداقل فرکانس طب ،و جرم نوک متقارن کشسان یمرز طیبا شرا AFGM ریت یکه برا

 به دلیل شرایط مرزی متقارن تیر، نمودار تغییرات فرکانس طبیعی در برابر شا ت تغییرات، متقارن است.
 

𝑘𝑅0 𝑘𝑅𝐿  

𝑀0 , 𝐽0 

x=0 x=LL

ρ(x),E(x),G(x)

𝑘𝑇𝐿  𝑘𝑇0 

w(X,t)

x
𝑀𝐿 , 𝐽𝐿 

 
 متمركز هايهمراه جرم انتقالي و دوراني بههاي داراي فنر AFGMمتقارن  تیر 34 شکل

=var.) L𝛾 = 0𝛾=  L𝛼=  0𝛼=  L= T 0= T L= R 0R=±var., β( 
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 هاي نرداراي ف AFGM متقارنبراي تیر )β( نمودار تغییرات ضريب فركانس طبیعي مود نخست در برابر شاخص تغییرات 32شکل 

 (h/L=0/2) 0/2 لطومتمركز در نسبت ضخامت به  هايهمراه جرم انتقالي و دوراني به

 

 
 

 هاي داراي فنر AFGM متقارنبراي تیر )β( نمودار تغییرات ضريب فركانس طبیعي مود نخست در برابر شاخص تغییرات 32شکل 

 (h/L=4/2) 4/2 لطوه متمركز در نسبت ضخامت ب هايهمراه جرم انتقالي و دوراني به

 ی زیادسخت  یدرصد( و ضر 11) انهیدرصد(، م 51ی کم )سخت  یضر رینظ یعیهای طبفرکانس  یضر یها، پاسخدر ادامه

 (𝛽) شا ت تغییرات ،در این بررسیند. اآمده 2در جدول  با نسبت ضخامت به طول متفاوت، نخستدر سه مود  ،(درصد 91)

با ن دید توامی شود.می به طول برابر صفر پنداشته برنولی، نسبت ضخامت -ی تیر اولردر نگره ،کندیآوری ماست. یاد 1/1برابر 

های مودها در فرکانس شدت کاهش یابند. هر چند،کاهش می های طبیعی هموارهفرکانس ،(h/L)نسبت ضخامت به طول افزایش 

یابد. اهش میکهای طبیعی شدت افزایش و دامنه تغییرات فرکانستیر، تر است. با افزایش نسبت ضخامت به طول گیرر، چشملاتبا

عی فرکانس طبی یروند برا نای .ابدییم شیافزا ،و نسبت جرم یسخت زمانهم شیبا افزامود یکم و دوم،  هایمقدار ن،یبر اافزون 

افزایش  یرتأثافزایش جرم بیشتر از  یرتأث، 1/1تا  5/1ی با افزایش ضرای  جرم و سختی، در بازه کهیطوربه متفاوت است.سوم، 

، افزایش سختی برتری داشته و فرکانس طبیعی افزایش 9/1تا  1/1ی است. در بازه باشد و فرکانس طبیعی کاهش یافتهسختی می

 .است یافته
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 0/ شماره 4/ دوره 3421مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

در  هاي متمركزهمراه جرمهاي انتقالي و دوراني به داراي فنر AFGM ریت )nΩ( مقدارهاي متفاوت ضريب فركانس طبیعي 4جدول 

 با نسبت ضخامت به طول متفاوتسه مود نخست 

h/L nΩ 
L𝛾 = 0𝛾 = L𝛼 = 0𝛼 = LT = 0= T LR = 0R 

 (9/1) سختی زیاد (1/1) سختی میانه (5/1) سختی کم

1/1 

 (برنولی -اولر تیر)

5=n 22517/1 15181/5 11911/4 

4=n 11265/5 69211/4 71157/2 

1=n 77445/57 12211/51 18682/4 

4/1 

5=n 22548/1 15272/5 11118/4 

4=n 17861/5 72471/5 44821/1 

1=n 15599/55 22611/1 68227/1 

2/1 

5=n 22557/1 15211/5 12425/4 

4=n 11477/5 74911/5 45687/1 

1=n 24651/51 24996/1 67924/1 

 هاي ارتعاشي تیرمودشکل  -5

های کشسان و نسبت گاههای مختلف مانند جرم متمرکز انتهایی، سختی تکیهعامل نا ت بهتر اثربرای ش ،این بخشدر 

 ریتأثبا  AFGM هایهای یکم تا سوم تیر، نمودار تغییرات شکل مودAFGM تیر های ارتعاشیشکل مودبر ضخامت به طول تیر 

 هایهای یکم تا سوم تیرنمودار تغییرات شکل مود و 41تا  57های در شکل، مختلف ضخامت به طول یهانسبتجرم متمرکز در 

AFGM  آمده است 42تا  45های ضخامت به طول مختلف در شکل یهانسبتگاه کشسان در سختی تکیه ریتأثبا. 

  با نسبت ضخامت به طول متفاوت جرم متمركز ریتأث -5-1

 ایهسختی فنرتغییرات  هایضری ر طره است که در آن شود. هر دو نمونه، تیدر این بخش، به بررسی دو نمونه پردا ته می

 یکبرابر  ،انتهای تیر و انتقالی دورانی هایسختی فنرتغییرات  هایضری و  (0T=0R=0)برابر صفر  ،ابتدای تیرو انتقالی دورانی 

(=1LT=LR) .ی دوم، جرم متصل در ابتدای تیربا این تفاوت که در نمونه است (0M)  شود. ضری  جرم فزوده میا یسازمدلبه

برای در نظر گرفتن اثر ضخامت تیر، هر یک  شود.پنداشته می 5جرم متصل، برابر  (𝛾0) و ضری  اینرسی چر شی (𝛼0)متمرکز 

ه شد، ارزیابی 4/1برابر  (h/L) برنولی( و نسبت ضخامت به طول -)تیر اولر برابر صفر (h/L) ها با نسبت ضخامت به طولاز نمونه

های در شکل های بررسی شدهبا توجه به نمودار. شده استدر نظر گرفته  1/1برابر  (𝛽) شا ت تغییرات بررسی،در این  .است

های بر تغییر شکل مود یتوجهقابل، اثر افزودن جرم متمرکز و افزایش نسبت ضخامت به طول تیرکه شود دیده می ،41تا  57

 شود.با حضور جرم متمرکز، کمتر میاثر افزایش نسبت ضخامت به طول تیر ، ینباوجوداارتعاشی  واهد داشت. 

           
 صفر در نمونه يکم لطو به ضخامت نسبت با AFGM طره تیر مسو تا يکم ىهادمو شکل بر متمركز مجر یرتأث 37 شکل

)=0.0h/L 0,=0𝛾=0α =1,LT =LR( 
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 در نمونه يکم 2.0 لطو به ضخامت نسبت با AFGM طره تیر مسو تا يکم ىهادمو شکل بر كزمتمر مجر یرتأث 38 شکل

)=0.2h/L 0,=0𝛾=0α =1,LT =LR( 

 
 صفر در نمونه دوم لطو به ضخامت نسبت با AFGM طره تیر مسو تا يکم ىهادمو شکل بر متمركز مجر یرتأث 32 شکل

)=0.0h/L 1,=0𝛾=0α =1,LT =LR( 

 
AFGM طره تیر مسو تا يکم ىهادمو شکل بر متمركز مجر ثیرتأ 02 شکل در نمونه دوم 0/2 لطو به ضخامت نسبت با   

(RL= TL=1, α0=𝛾0=1, h/L=0.2) 
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 هاي كشسان با نسبت ضخامت به طول متفاوتگاهسختي تکیه ریتأث - 5-2

 تیر دوسر کشسان با سختی بیشینه،، کمی ینمونهشود. پردا ته می تیر دوسر کشسان در این بخش، به بررسی دو نمونه

 ینمونه است. 5، برابر های سختی )دورانی و انتقالی( ابتدا و انتهای تیرضری  یهسرگیردار است که در آن همتیر دویعنی، همان 

، ی تیرتدا و انتهاهای سختی )دورانی و انتقالی( ابضری  یهگاه کشسان دورانی و انتقالی است که در آن همسر تکیه، تیر دودوم

 برابر صفر  (h/L)ها با نسبت ضخامت به طولبرای در نظر گرفتن اثر ضخامت تیر، هر یک از نمونهشود. پنداشته می 9/1برابر 

در  1/1برابر  (𝛽) شا ت تغییرات بررسی،در این  است.، ارزیابی شده4/1برابر  (h/L) برنولی( و نسبت ضخامت به طول -)تیر اولر

های کشسان و افزایش نسبت گاهسختی تکیهکه شود دیده می، 42تا  45های بر پایه نمودارهای شکل. شده استفته نظر گر

، اثر افزایش نسبت ضخامت به نیباوجودا .های ارتعاشی  واهد داشتبر تغییر شکل مود یتوجهقابل، اثر ضخامت به طول تیر

 شود.میتر رنگها، کمگاهطول تیر با کاهش سختی تکیه

گیرينتیجه -2  

های مرزی شر در نظر گرفتن های طبیعی با دقیقی برای یافتن فرکانس یرابطه سازبه برای نخستین بار، در این نوشتار، 

باشد، پردا ته شد. از الگوهای مختلف تغییر شکل تیرها می یرندهیدربرگکه و اثرهای جرم متمرکز انتهایی  گاهیتکیه کلی

 آمدهدستبههای ی پاسخهای تحلیلی و عددی بهره جست. بر پایهتوان برای صحت سنجی دیگر روشپژوهش می های اینیافته

 به نتایج زیر دست یافت: توانمی ،های عددی بررسی شدهاز نمونه

سر  کو و تیر دوتیموشن AFGMی تیر طرههای مرزی رایج، تیر با شر  ها درهای متفاوت تغییر شکل تیراثر الگو در بررسی 1-

های ، به ترتی ، دارای کمترین و بیشترین فرکانس = |𝛽|)5)با قدر مطلق شا ت تغییرات یک برنولی -اولر AFGMدار گیر

فرکانس طبیعی اساسی تیر دوسر  ،درصد 41تواند بیش از ، در نظر گرفتن اثر برش میاز سوی دیگر باشند.طبیعی اساسی می

 د.را کاهش ده AFGMگیردار 

  
 مسو تا يکم ىهادمو شکل بر تکیهگاهى يطاشر یرتأث 03 شکل

صفر در  لطو به ضخامت نسبت با AFGM دوسر كشسان تیر

   )0.0h/L ,1=LT =LR =0T =0R=( نمونه يکم

 تیرم يکم تا سوى هاديط تکیهگاهى بر شکل مواشر یرتأث 00شکل 

 يکمدر نمونه  2.0ل با نسبت ضخامت به طو AFGM دوسر كشسان
(R0= T0= RL= TL=1, h/L=0.2) 
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 دومصفر در نمونه  لطو به ضخامت نسبت با AFGMدوسر كشسان  تیر مسو تا يکم ىهادمو شکل بر تکیهگاهى يطاشر تأثیر 01 شکل
)=0.0h/L ,0.9=LT =LR =0T =0R( 

 

 

 در نمونه دوم 0/2 لطو به ضخامت نسبت با AFGM دوسر كشسان تیر مسو تا يکم ىهادمو شکل بر تکیهگاهى يطاشر تأثیر 04 شکل

)=0.2h/L ,0.9=LT =LR =0T =0R( 

کو های تیموشنتیر سازیمدلهای برشی تقری   وبی برای دهد که تیرها، نشان میهای متفاوت تغییر شکلبررسی الگو -4

ود یکم تیر تیموشنکو، کمتر از یک درصد مهای مرزی رایج، فرکانس طبیعی ( با شر β=1در تیر همگن ) ،برای مثال باشند.می

 .با فرکانس طبیعی تیر برشی تفاوت دارد

 شدت هر چند، یابد؛کاهش میبرای تمامی شرایط مرزی، ضری  فرکانس طبیعی سیستم  ،نسبت ضخامت به طولبا افزایش  -1

ا هخامت به طول بیشتر، شدت کاهش فرکانسهای ضگیرتر است. افزون بر این، در نسبتتر، چشمهای بالاها در مودکاهش فرکانس

 تر است.بارز

 نه ، شدت افزایش و دامنیباوجودایابند. های طبیعی سیستم افزایش میهای کشسان، فرکانسگاهتکیه با افزایش سختی -2

، افزایش AFGM برای مثال، در تیر طره کشسان تر است.های بالاهای پایین، بیشتر از مودتغییرات فرکانس طبیعی در مود

 برابری فرکانس مود یکم شود. 51تواند سب  افزایش بیش از ، می1/5به  5/1های سختی از ضری 

جرم  ضری در  ارتعاشی، هایتغییرات فرکانس یدامنهیابند. های طبیعی کاهش میبا افزایش ضری  جرم متمرکز، فرکانس -1

با جرم انتهایی، افزایش  AFGMبرای مثال، در تیر طره  های دیگر است.منهبیشتر از دا (،5/1بازه صفر تا تر )متمرکز پایین

 درصدی فرکانس مود یکم شود. 71سب  کاهش بیش از  تواند، می1/5های جرم از صفر به ضری 



چينجمه سالمیان، محسن بمبائي 123  

 

 0/ شماره 4/ دوره 3421مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

های ستغییرات فرکان یشدت افزایش و دامنههای ضخامت به طول بیشتر، در نسبتهای کشسان، گاهبا افزایش سختی تکیه -6

ای هتر، حساسیت کمتری به تغییرات سختی فنرهای ضخیمهای ارتعاشی در تیرفرکانس دیگر سخن، یابد. بهکاهش میطبیعی 

های گاهتکیه یسخت شیافزا ،نتقالىو انى ن دوراکشسا هایهتکیهگا با AFGM متقارن تیربرای مثال، در  .دورانی و انتقالی دارند

که در  یاگونهبهدارد؛  2/1تیر با نسبت ضخامت به طول برابر  یعیهای طبرا بر فرکانس اثر نیکمتر، انتقالی و دورانی کشسان

 یسخت شی. در برابر آن، افزابرابر  واهد شد 1/8حدود ، نهینسبت به حالت کم آن کمیمود  یعی، فرکانس طبسختی زیاد

 فرکانس ،در سختی زیادکه  یاگونهبهدارد؛  (h/L=1)برنولی  -اولرتیر  یعیهای طباثر را بر فرکانس نیشتریهای کشسان، بگاهتکیه

 .برابر  واهد شد 9 نه،یآن نسبت به حالت کم کمیمود  یعیطب

 های دورانی است.های ارتعاشی سیستم، بیشتر از سختی فنرهای انتقالی بر فرکانستغییرات سختی فنر ریتأث -7

دهد. یرخ م( β=1)همگن  تیر یبرا ،یعیحداقل فرکانس طب ،جرم نوک متقارن و کشسان یمرز طیبا شرا AFGM ریت یبرا -8

 ست.، متقارن انمایی به دلیل شرایط مرزی متقارن تیر، نمودار تغییرات فرکانس طبیعی در برابر شا ت تغییرات ن،یهمچن

های ارتعاشی  واهد داشت. مود بر تغییر شکل یتوجهقابل، اثر افزودن جرم متمرکز و افزایش نسبت ضخامت به طول تیر -9

 شود.تر میرنگ، اثر افزایش نسبت ضخامت به طول تیر با حضور جرم متمرکز، کمنیباوجودا

 واهد  های ارتعاشیبر تغییر شکل مود یتوجهقابل، اثر های کشسان و افزایش نسبت ضخامت به طول تیرگاهسختی تکیه -51

 شود.تر میرنگها، کمگاهامت به طول تیر با کاهش سختی تکیه، اثر افزایش نسبت ضخنیباوجودا .داشت

 ،بالاتر یارتعاشهای مودبرش در  ریتأثمشخت شد که  AFGMهای ارتعاشی تیر با بررسی اثر افزایش ضخامت بر شکل مود -54

 است. های ارتعاشی پایینتر از مودمود، محسوسموج  میکاهش طول ن لیبه دل
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 پیوست -8

های متمرکز زیر اثر جرم و های کشسان انتهاییگاهبا تکیه AFG کلیثابت ارتعاش آزاد تیر هایضری  یسماترهای درایه

 باشند:به قرار زیر می انتهایی
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𝐾22 =
1

(𝛽2 + 𝛿1
2)(−𝛽2 + 𝛿2

2)
(𝛺2𝛽2𝑇0𝛿1 − 𝛺

2𝑇0𝛿2
2𝛿1 − 𝛺

2𝛽2𝛿1 + 𝛺
2𝛿2
2𝛿1) 

𝐾23 =
1

(𝛽2 + 𝛿1
2)(−𝛽2 + 𝛿2

2)
(−𝛺2𝛽𝑇0𝛿1

2 + 𝛺2𝛽4𝑇0𝛼0 − 𝛺
2𝛽2𝛼0𝛿1

2 + 𝛺2𝛽2𝛼0𝛿2
2 + 𝛺2𝛼0𝛿1

2𝛿2
2

+ 𝛺2𝛽3 + 𝛽4𝑇0 − 𝛺
2𝛽4𝛼0 − 𝛺

2𝛽3𝑇0 + 𝛺
2𝛽𝛿1

2 + 𝛽2𝑇0𝛿1
2 − 𝛽2𝑇0𝛿2

2 − 𝑇0𝛿1
2𝛿2
2

+ 𝛺2𝛽2𝑇0𝛼0𝛿1
2 − 𝛺2𝛽2𝑇0𝛼0𝛿2

2 − 𝛺2𝑇0𝛼0𝛿1
2𝛿2
2) 

 

𝐾24=
1

(𝛽2 + 𝛿1
2)(−𝛽2 + 𝛿2

2)
(𝛺2𝛽2𝑇0𝛿2 + 𝛺

2𝑇0𝛿1
2𝛿2 − 𝛺

2𝛽2𝛿2 − 𝛺
2𝛿1
2𝛿2) 

 

𝐾31=
1

(𝛽2 + 𝛿1
2)(−𝛽2 + 𝛿2

2)
[(−cos(𝛿1)𝑒

𝛽𝛽6 + 2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝑅𝑠2𝑅𝐿𝛿1𝛿2

2 

+
𝛾𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1) 𝛽𝑠

2𝑅𝐿𝛿2
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺4 sin(𝛿1) 𝛽

2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺4 sin(𝛿1) 𝑠

2𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽

2𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2

𝑒𝛽
+ cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1
2 

−cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿2

2 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽4𝑅𝐿𝛿1 + cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2𝛽4𝑠2 −
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽

5

𝑒𝛽
 

+2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽3𝛿1𝛿2

2 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1

3 + 2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽𝛿1

3𝛿2
2 − sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝑅𝐿𝛿1
3𝛿2

2 
−cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽4𝑅𝐿𝛿2
2 − cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1
4 + cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝑅𝐿𝛿1
4𝛿2

2 + 2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽5𝑅𝐿𝛿1 

+2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1

3 + cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽5𝑅𝐿 + cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽4𝛿2
2 + cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽2𝛿1
4 

−cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛿1

4𝛿2
2 − 2 sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽5𝛿1 − 2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽3𝛿1

3 + cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽6𝑅𝐿 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽𝛿2

2𝛿1
2

𝑒𝛽
− 2 sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2 − 2 sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽𝑅𝐿𝛿1
3𝛿2

2 

−sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽4𝑠2𝑅𝐿 +

𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽

2𝑅𝐿𝛿1
3

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝑅𝐿𝛿1

3𝛿2
2

𝑒𝛽
 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽

3𝑅𝐿𝛿1
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽

3𝑅𝐿𝛿2
2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽

4𝑅𝐿𝛿1
𝑒𝛽

 

−
𝛾𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1) 𝛽

3𝑠2𝑅𝐿
𝑒𝛽

+ cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝑅𝐿𝛿2

2 − sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿1 

−2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝛿1𝛿2

2 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝑠2𝑅𝐿𝛿1𝛿2

2 + cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2 

+cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿2

2 +
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛿1𝛿2

2𝛽2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1) 𝛽𝛿2

2𝑠2

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺4 sin(𝛿1) 𝛿1𝛿2

2𝑠2

𝑒𝛽
+
𝑟2𝛺4 sin(𝛿1) 𝛿1𝛽

2𝑠2

𝑒𝛽
− cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2𝑠2𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

2 

−2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿𝛿1 − cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿 − cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝛿1

2 
−cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝛿2
2 + cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2𝑠2𝛿1
2𝛿2

2 + 2 sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝛿1 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽

3𝛿2
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽

3𝛿1
2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛿1

3𝛿2
2

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛿1𝛽

4

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛿1

3𝛽2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽

5𝑅𝐿
𝑒𝛽

− cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽𝑅𝐿 

𝛿1
2𝛿2
2 − sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2 +

𝛾
𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1)𝛽

3𝑠2

𝑒𝛽
)] 

 

𝐾32 =
1

(𝛽2 + 𝛿1
2)(−𝛽2 + 𝛿2

2)
[2 cos(𝛿1)𝑒

𝛽𝛽5𝛿1 + 2 cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽3𝛿1

3 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽5𝑅𝐿 
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+sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽4𝛿2

2 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽2𝛿1

4 − sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛿1

4𝛿2
2 + sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽6𝑅𝐿 

+sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽4𝑠2 +

𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛿1𝛽

4

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛿1

3𝛿2
2

𝑒𝛽
− sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

2 

−sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽4𝑠2𝑅𝐿 − 2cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿 − sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿 

−sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝛿1

2 − sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝛿2

2 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝑠2𝛿1

2𝛿2
2 

+2cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1𝛿2

2 + 2cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽𝑅𝐿𝛿1

3𝛿2
2 + cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2 

+
𝛾𝐿
2𝛺4 sin(𝛿1) 𝛽

3𝑠2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽

5𝑅𝐿
𝑒𝛽

−
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽

3𝛿1
2

𝑒𝛽
 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽

3𝛿2
2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛿1

3𝛽2

𝑒𝛽
− 2cos(𝛿1)𝑒

𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2 

+
𝛾𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1)𝛽

2𝑠2𝑅𝐿𝛿1
𝑒𝛽

−
𝛾𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1)𝑠

2𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺4 sin(𝛿1) 𝛽𝑠

2𝑅𝐿𝛿2
2

𝑒𝛽
 

−sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽4𝑅𝐿𝛿2

2 − sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1

4 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝑅𝐿𝛿1

4𝛿2
2 − cos(𝛿1)𝑒

𝛽𝛽4𝑅𝐿𝛿1 
−2cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽3𝛿1𝛿2
2 − cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1
3 − 2cos(𝛿1) 𝑒

𝛽β𝛿1
3𝛿2

2 + cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝑅𝐿𝛿1

3𝛿2
2 

+
𝛾𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1) 𝛿1𝛿2

2𝑠2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛿1𝛿2

2𝛽2

𝑒𝛽
+ 2 cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2β𝑠2𝛿1𝛿2
2 

−cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2 𝑠2𝑅𝐿𝛿1 𝛿2

2 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2β 𝑠2𝑅𝐿 + 2 cos(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿𝛿1 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽

3𝑅𝐿𝛿1
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺4 cos(𝛿1)𝛿1 𝛽

2𝑠2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺4 sin(𝛿1) 𝛽𝛿2

2𝑠2

𝑒𝛽
 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1) 𝛽𝑅𝐿𝛿1

2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1)𝛿1𝛽

2𝑠2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1)𝛽𝛿2

2 𝑠2

𝑒𝛽
 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1)𝑅𝐿𝛿1

3𝛿2
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺4 sin(𝛿1)𝛽

3𝑠2𝑅𝐿
𝑒𝛽

−
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1)𝛽

3𝑅𝐿𝛿2
2

𝑒𝛽
 

+sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2 + sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿2

2 − sin(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2
2 

+cos(𝛿1) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿1 −

𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1)𝛽

5

𝑒𝛽
+ sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1
2 − sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿2
2

− 2cos(𝛿1)𝑒
𝛽𝛽5𝑅𝐿𝛿1 − 2cos(𝛿1)𝑒

𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1
3 −

𝛾𝐿
2𝛺2 sin(𝛿1)𝛽𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2
2

𝑒𝛽

+
𝛾𝐿
2𝛺2 cos(𝛿1) 𝛽

2𝑅𝐿𝛿1𝛿2
2

𝑒𝛽
− sin(𝛿1) 𝑒

𝛽𝛽6] 

 

𝐾33=
1

(𝛽2 + 𝛿1
2)(−𝛽2 + 𝛿2

2)
[−cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽6 −
𝛾
𝐿
2𝛺4 cosh(𝛿2)𝛽𝑠

2𝑅𝐿𝛿1
2

𝑒𝛽
 

+
𝛾𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2)𝛽

2𝑠2𝑅𝐿𝛿2
𝑒𝛽

+ 2 sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2 

+
𝛾𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2)𝑠

2𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

2𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
 

−sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽4𝑅𝐿𝛿2 + 2 sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽3𝛿1
2𝛿2 + sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿2
3 − 2 sinh(𝛿2) 𝑒

𝛽β 

𝛿1
2𝛿2
3 + sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝑅𝐿𝛿1
2 𝛿2

3 + cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽4𝑠2 + cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽4𝑅𝐿𝛿1
2 

−
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽

5

𝑒𝛽
− cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿2
4 − cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

4 

−2 sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽5𝑅𝐿𝛿2 + 2 sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿2
3 + cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1
2 

−cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿2

2 + cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛽6𝑅𝐿 + cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽5𝑅𝐿 − cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛽4𝛿1

2 
+cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽4𝛿2
4 + cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛿1
2𝛿2

4 + 2 sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽5𝛿2 − 2 sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽3𝛿2
3 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

2𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
− cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽𝛿1
2𝛿2

2 − sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1

2 𝛿2 

−cosℎ(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽4𝑠2𝑅𝐿 +

𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽

3𝑅𝐿𝛿1
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽

3𝑅𝐿𝛿2
2

𝑒𝛽
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−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

4𝑅𝐿𝛿2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

2𝑅𝐿𝛿2
3

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2
3

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺4 cosh(𝛿2)𝛽

3𝑠2𝑅𝐿
𝑒𝛽

+
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽𝛿1

2𝛿2
2

𝑒𝛽
− 2 sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝛿1
2 𝛿2 

+sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2 𝛿2 − cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2 − cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿2

2 

−cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2 𝛿2
2 + 2 sinh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛺2𝛽3𝑅𝐿𝛿2 −
𝛾𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2)𝛽

2𝑠2𝛿2
𝑒𝛽

 

−
𝛾𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2)𝑠

2𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺4 cosh(𝛿2)𝛽𝑠

2𝛿1
2

𝑒𝛽
− cosh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝑅𝐿𝛿1
2 

+sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿𝛿2 − cosh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿 + cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝛿1

2 
+cosh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝐶3𝛿2
2 + cosh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝑠2𝛿1
2 𝛿2

2 − 2 sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝛿2 

−2 sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2 + 2 sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽𝑅𝐿 𝛿1

2𝛿2
3 +

𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽

3𝛿2
2

𝑒𝛽
 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

4𝛿2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

2𝛿2
3

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛿1

2𝛿2
3

𝑒𝛽
 

+
𝛾
𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽

5𝛿2

𝑒𝛽
+
𝛾
𝐿
2𝛺4 cosh(𝛿2)𝛽

3𝑠2

𝑒𝛽
−
𝛾
𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽

3𝛿1
2

𝑒𝛽
] 

 

𝐾34=
1

(𝛽2 + 𝛿1
2)(−𝛽2 + 𝛿2

2)
[− sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽6 +
𝛾
𝐿
2𝛺4 cosh(𝛿2)𝑠

2 𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
 

+2cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2 −
𝛾𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2) 𝛽𝑠

2𝑅𝐿𝛿1
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽

2 𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2) 𝛽𝑅𝐿𝛿1

2𝛿2
2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽

2𝑠2𝑅𝐿𝛿2
𝑒𝛽

+ 2cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽3 𝛿1

2𝛿2 

+cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽2 𝑅𝐿𝛿2

3 − 2 cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽 𝛿1

2𝛿2
3 + cosh(𝛿2)𝑒

𝛽𝑅𝐿 𝛿1
2𝛿2

3 + sinh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿1

2

− sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿 𝛿2

2 + sinh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛺2𝛽4𝑠2 − 2cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽5𝑅𝐿𝛿2

+ 2cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿𝛿2

3 −
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2) 𝛽

5

𝑒𝛽
+ sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽4𝑅𝐿 𝛿1
2

− sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿2

4 − sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝑅𝐿 𝛿1

2𝛿2
4 − cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽4𝑅𝐿𝛿2
+ sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽6𝑅𝐿 + 2cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛽5𝛿2 

−2cosh(𝛿2) 𝑒
𝛽𝛽3𝛿2

3 + sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽5𝑅𝐿 − sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽4 𝛿1
2 + sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛽2 𝛿2
4 

+sinh(𝛿2)𝑒
𝛽 𝛿1

2𝛿2
4 +

𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2) 𝛽𝛿1

2𝛿2
2

𝑒𝛽
− cosh(𝛿2) 𝑒

𝛽𝛽2𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2 − sinh(𝛿2)𝑒

𝛽 𝛽𝑅𝐿𝛿1
2𝛿2

2

− sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽4𝑠2𝑅𝐿 +

𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽

2𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽

4𝑅𝐿𝛿2
𝑒𝛽

 

+
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽

2𝑅𝐿𝛿2
3

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝑅𝐿𝛿1

2 𝛿2
3

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽

3𝑅𝐿𝛿1
2

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2) 𝛽

3𝑅𝐿𝛿2
2

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2) 𝛽

3𝑠2𝑅𝐿
𝑒𝛽

− sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2 

+2cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿 𝛿2 − sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿 𝛿1
2 − sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿 𝛿2
2 

−sinh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝑠2𝑅𝐿𝛿1

2 𝛿2
2 −

𝛾𝐿
2𝛺4 cosh(𝛿2) 𝑠

2𝛿1
2𝛿2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2) 𝛽𝑠

2𝛿1
2

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺4 cosh(𝛿2) 𝛽

2𝑠2𝛿2
𝑒𝛽

+ cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿 𝛿2 − 2cosh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽𝑠2 𝛿1
2𝛿2 

+cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝑠2𝑅𝐿 𝛿1

2𝛿2 − 2cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛺2𝛽3𝑠2 𝛿2 − sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽3𝑠2𝑅𝐿 
+sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽2𝑠2 𝛿1
2 + sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝛽2𝑠2𝑅𝐿 𝛿2
2 + sinh(𝛿2)𝑒

𝛽𝛺2𝑠2𝛿1
2 𝛿2

2 

−2cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽3𝑅𝐿 𝛿1

2𝛿2 + 2cosh(𝛿2)𝑒
𝛽𝛽𝑅𝐿 𝛿1

2𝛿2
3 −

𝛾𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2) 𝛽

2𝛿2
3

𝑒𝛽
 

−
𝛾𝐿
2𝛺2cosh(𝛿2) 𝛿1

2𝛿2
3

𝑒𝛽
−
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

3 𝛿1
2

𝑒𝛽
+
𝛾𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

3 𝛿2
2

𝑒𝛽
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+
𝛾
𝐿
2𝛺2 sinh(𝛿2)𝛽

5 𝑅𝐿

𝑒𝛽
+
𝛾
𝐿
2𝛺4 sinh(𝛿2)𝛽

3 𝑠2

𝑒𝛽
+
𝛾
𝐿
2𝛺2 cosh(𝛿2)𝛽

4𝛿2

𝑒𝛽
] 

 

𝐾41=
1

𝑒𝛽(𝛽2 + 𝛿1
2)(𝛽2 − 𝛿2

2)
(−cos(𝛿1)𝛺

2𝛽4𝑇𝐿𝛼𝐿 − cos(𝛿1)𝛺
2𝛽2𝛼𝐿𝛿2

2 + cos(𝛿1)𝛺
2𝛼𝐿𝛿1

2𝛽2

− cos(𝛿1)𝛺
2𝛼𝐿𝛿1

2𝛿2
2 

+𝛽𝐶1𝑇𝐿𝛿2
2 − sin(𝛿1)𝛺

2 𝑇𝐿𝛿1𝛽
2 + sin(𝛿1)𝛺

2 𝑇𝐿𝛿1𝛿2
2 + cos(𝛿1)𝛺

2𝛽2𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿2
2 − cos(𝛿1) 𝛺

2𝛼𝐿𝛿1
2𝛽2 

+𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝛺
2𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿1

2𝛿2
2 + 𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝑇𝐿 𝛿1

2𝛿2
2 + 𝑠𝑖𝑛(𝛿1)𝛺

2 𝛿1 − 𝑠𝑖𝑛(𝛿1)𝛺
2𝛿1 𝛿2

2 + 𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝛺
2𝛽4𝛼𝐿

− 𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝛺
2𝛽3𝑇𝐿 

−𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝛺
2𝛽𝛿2

2 + 𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝛽
2𝑇𝐿𝛿2

2 − 𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝑇𝐿 𝛽
2 + 𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝛺

2𝛽3 − 𝑐𝑜𝑠(𝛿1)𝛽
4 𝑇𝐿) 

 

𝐾42=
1

𝑒𝛽(𝛽2 + 𝛿1
2)(𝛽2 − 𝛿2

2)
(cos(𝛿1)𝛺

2𝑇𝐿𝛿1𝛽
2 − cos(𝛿1)𝛺

2𝑇𝐿𝛿1𝛿2
2 − sin(𝛿1)𝛺

2𝛽4𝑇𝐿𝛼𝐿

− sin(𝛿1)𝛺
2𝛽2𝛼𝐿𝛿2

2 + sin(𝛿1)𝛺
2𝛼𝐿 

𝛿1
2𝛽2 − sin(𝛿1)𝛺

2 𝛼𝐿𝛿1
2𝛿2
2 + sin(𝛿1)𝛺

2 𝛽 𝑇𝐿𝛿2
2 + sin(𝛿1)𝛺

2 𝛽2𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿2
2 − sin(𝛿1)𝛺

2 𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿1
2𝛽2

+ sin(𝛿1)𝛺
2 𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿1

2𝛿2
2 

+sin(𝛿1)𝛺
2 𝛽4𝛼𝐿 − sin(𝛿1)𝛺

2 𝛽3𝑇𝐿 − sin(𝛿1)𝛺
2 𝛽 𝛿2

2 + sin(𝛿1) 𝛽
2𝑇𝐿𝛿2

2 − sin(𝛿1) 𝑇𝐿𝛿1
2𝛽2

+ sin(𝛿1) 𝑇𝐿𝛿1
2𝛿2

2 

−cos(𝛿1)𝛺
2𝛿1 𝛽

2 + cos(𝛿1)𝛺
2𝛿1𝛿2

2 + sin(𝛿1)𝛺
2𝛽3 − sin(𝛿1)𝛽

4𝑇𝐿) 
 

𝐾43=
1

𝑒𝛽(𝛽2 + 𝛿1
2)(𝛽2 − 𝛿2

2)
(−cosh(𝛿2)𝛺

2𝛽4𝑇𝐿𝛼𝐿 + cosh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝛼𝐿𝛿1

2 − cosh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝛼𝐿𝛿2

2

− cosh(𝛿2)𝛺
2𝛼𝐿𝛿1

2𝛿2
2 

−cosh(𝛿2)𝛺
2𝛽𝑇𝐿𝛿1

2 +sinh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝑇𝐿𝛿2+sinh(𝛿2)𝛺

2𝑇𝐿𝛿1
2𝛿2 −cosh(𝛿2)𝛺

2𝛽2𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿1
2

+ cosh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿2

2 + cosh(𝛿2)𝛺
2𝑇𝐿𝛼𝐿𝛿1

2𝛿2
2 − cosh(𝛿2)𝛽

2𝑇𝐿𝛿1
2

+ cosh(𝛿2)𝛽
2𝑇𝐿𝛿2

2 + cosh(𝛿2)𝑇𝐿 𝛿1
2𝛿2
2 − sinh(𝛿2)𝛺

2𝛽2𝛿2 − sinh(𝛿2) 
𝛿1
2𝛿2 + cosh(𝛿2)𝛺

2𝛽4𝛼𝐿 − cosh(𝛿2)𝛺
2𝛽3𝑇𝐿 + cosh(𝛿2)𝛺

2𝛽𝛿1
2 + cosh(𝛿2)𝛺

2𝛽3

− cosh(𝛿2)𝛽
4𝑇𝐿) 

 

𝐾44=
1

𝑒𝛽(𝛽2 + 𝛿1
2)(𝛽2 − 𝛿2

2)
(−cosh(𝛿2)𝛺

2𝛽2𝛿2 − cosh(𝛿2)𝛺
2𝛿1
2𝛿2 + sinh(𝛿2)𝛺

2𝛽4𝛼𝐿

− sinh(𝛿2)𝛺
2𝛽3𝑇𝐿 + sinh(𝛿2)𝛺

2𝛽𝛿1
2 

− sinh(𝛿2)𝛽
2
𝑇𝐿𝛿1

2 + sinh(𝛿2)𝛽
2𝑇𝐿𝛿2

2 + sinh(𝛿2) 𝑇𝐿𝛿1
2𝛿2
2 + cosh(𝛿2)𝛺

2𝛽2𝑇𝐿𝛿2
+ cosh(𝛿2)𝛺

2 𝑇𝐿𝛿1
2𝛿2 − sinh(𝛿2)𝛺

2𝛽4𝑇𝐿𝛼𝐿 + sinh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝛼𝐿

− sinh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝛼𝐿𝛿2

2 − sinh(𝛿2)𝛺
2𝛼𝐿𝛿1

2𝛿2
2 − sinh(𝛿2)𝛺

2𝛽𝑇𝐿𝛿1
2 

− sinh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝑇𝐿𝛼𝐿 𝛿1

2 + sinh(𝛿2)𝛺
2𝛽2𝑇𝐿𝛼𝐿 + sinh(𝛿2)𝛺

2𝑇𝐿𝛼𝐿 𝛿1
2𝛿2
2 + sinh(𝛿2)𝛺

2𝛽3

− sinh(𝛿2)𝛽
4𝑇𝐿) 

 


