
Mechanics of Advanced and Smart Materials Journal 4(2) (2024) 207-237 207 

 

Mechanics of Advanced and Smart 

Materials Journal 

http://masm.araku.ac.ir 

ISSN: 2783-4220  

 

 

  

* Corresponding author. Tel.: +98-3433257141 

E-mail address: shafei@uk.ac.ir 

DOI: https://10.61186/masm.4.2.207    
Received: June 05, 2024; Received in revised form: June 19, 2024; Accepted: July 07, 2024.  

© Author 

 
 
 

Modeling, Simulation, and Stability Analysis of Biped Robots 

Constructed of Flexible Links 

Mohammad Ehsan Yousefzadeh Kouhbanani a, Ali Mohamad Shafei a* 
a Department of Mechanical Engineering, Shahid Bahonar University of Kerman, Kerman, Iran 

   Original Article 

Use your device to scan 
and read the article online 

 

 

Citation: Yousefzadeh Kouhbanani M E, Shafei A M. Modeling, Simulation, and Stability 

Analysis of Biped Robots Constructed of Flexible Links. Mechanics of Advanced and Smart 
Materials. 2024;4(2):207-237. 

 https://10.61186/masm.4.2.207    

 

K E Y W O R D S  

 

A B S T R A C T  

Bipedal Robots,  

Inclined Surfaces,  

Viscoelastic Links, 

Stability of Motion,  

Impact Force. 

 

The self-driven movement of biped robots along an inclined surface is a topic that, despite its 

inherent complexities, has attracted the attention of many researchers. However, what 

distinguishes this research from similar works is the consideration of flexibility in the links that 

constitute such robotic systems. This assumption is not far-fetched, as in the transition phase 

(impact), the impulse force applied to the system significantly increases the likelihood of exciting 

vibrational modes. On the other hand, the bones involved in walking are enveloped by muscles, 

which have viscoelastic properties. Therefore, to achieve more accurate results, modeling the links 

with viscoelastic properties becomes inevitable. In the discussion of the autonomous movement 

of bipedal robots, the most important issue is determining the initial configuration of the robot so 

that the system can perform a periodic and stable motion solely under the influence of gravitational 

attraction. The highly unstable nature of the system under study, along with the vibrations created 

by the impact force resulting from the foot striking the inclined surface, constitutes one of the very 

serious challenges in the progress of this research. Nevertheless, this paper overcomes these 

challenges by presenting a completely systematic method with very strong mathematical 

frameworks. Finally, the effect of the intrinsic parameters of elastic links, including the modulus 

of elasticity and the Kelvin-Voigt coefficient, on the stability of the movement of such robotic 

systems is examined. 

Extended Abstract 

 Introduction 

obots with elastic links are faster and lighter compared to rigid robots. Moreover, flexible links result in 

smoother movement as they absorb part of the shocks and vibrations generated. This leads to less stress 

on the robot's structure, resulting in more stable system movement. The construction of robots that mimic 

human movement has led many researchers to use biomechanical data and incorporate flexible components in their 

models. Robots made with flexible links have attracted the attention of many robotic engineers and researchers 

due to reasons such as the reduced energy required for movement and the low weight-to-load capacity ratio [8]. 

One of the earliest studies on the dynamic modeling of flexible robotic arms was conducted by Hastings and Book 

[9]. Khairudin et al. [11] conducted a study in this field. They focused on the dynamic analysis and construction 

of a robotic arm with two flexible links. Korayem and Shafei have also conducted comprehensive research in this 

field. They derived the dynamic equations of a mobile base robot with flexible links [17]. Bipedal robots made of 
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flexible links have received very little research, despite extensive work on flexible robotic arms. Shen and Kuang 

examined the transient contact-impact behavior for the autonomous walking of compass-like biped robots [20]. 

Despite some of their valuable research, almost all of them extract dynamic equations in a non-systematic process 

for the simplest model of a biped robot with only two flexible links. Among the most commonly used methods for 

deriving dynamic equations of flexible robots, one can mention Lagrangian formulation, Hamilton's principle, 

Newton-Euler equations, and the Gibbs-Appell method. To find the dynamic equations for flexible mechanical 

arms with both fixed and moving bases, Korayem et al. created a recursive algorithm based on the Gibbs-Appell 

formulation [30-34]. However, despite its significant advantages, no one has used this method to extract motion 

equations for biped robots to date. This study presents a systematic method to determine appropriate initial 

conditions for the autonomous movement of flexible biped robots, using the dynamic equations governing elastic 

manipulators in both oscillation and transition phases. 

 Modeling and formulation 

2.1 Dynamic equations of motion 

The dynamic equations of the elastic biped robot are derived using the Gibbs-Appell formulation. The total 

acceleration energy of the system, comprising the sum of the acceleration energy of the robot's links, is first 

introduced. This section calculates the inertia matrix and the right-hand side vector of the motion equations for the 

robot during the swing phase. 

2.2 Determining initial conditions for autonomous walking 

This section addresses finding suitable initial conditions for periodic locomotion of a serial robot comprising 

elastic links under its weight. The system's differential equations of motion are expressed in state-space form and 

linearized around the equilibrium point. The relationship between state variables at the beginning and end of the 

robot's steps is presented, leading to an eigenvalue problem for autonomous walking. Using these relations and 

initial conditions, state variables' values are precisely determined just before contact with the inclined plane. 

 Linearization and eigenvalue problem  

In this section, we further explore the initial conditions for self-walking by linearizing the system's equations 

around its equilibrium state. By considering the state variables immediately after contact with the inclined plane 

and the state variables at the beginning of a new step, we combine these relations to establish an eigenvalue 

problem. This problem helps determine the stability of the robot's locomotion. We depict the relationship between 

the generalized coordinates at the end of the old step and the beginning of the new step. 

 Simulation results and parameter effects 

This section presents the results from simulations and examines the impact of the intrinsic parameters of the 

links on the robot's stability. Specifically, the effect of the Kelvin-Voigt damping coefficient on the system's 

response is analyzed. As the Kelvin-Voigt coefficient increases, energy dissipation intensifies, leading to a faster 

reduction in the amplitude of the elastic links' vibrations. This is crucial for achieving stable locomotion, as 

excessive oscillations can destabilize the robot. For different Kelvin-Voigt coefficient values, the simulation 

results show the angular position and velocity of the first joint. Higher values of the damping coefficient result in 

quicker stabilization of the joint's angular position and velocity, indicating that the robot can maintain balance 

more effectively. These findings are illustrated in Figure 1, which depicts the variations in the robot's joint 

dynamics with changes in the damping parameter. Additionally, the simulations explore how other parameters, 

such as the stiffness of the elastic links and the mass distribution of the robot, influence its stability and motion 

efficiency. By adjusting these parameters, the optimal configuration for the biped robot's self-walking capabilities 

can be identified, ensuring robust and energy-efficient locomotion. 

 

Figure 1. Angular position of the first joint for two different values of the Kelvin-Voigt coefficient (Continued) 
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Figure 1. Angular velocity of the first joint for two different values of the Kelvin-Voigt coefficient 

 

 

Figure 2. Modal coordinates and modal velocity of the generalized first mode shape of the first link 

 

 

 

Figure 3. Modal coordinates and generalized modal velocity of the first mode shape from the second link 
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0.5 deg of the elastic robot while traversing an inclined surface with an inclination angle Figure 4. Configuration  

 Analysis of control strategies 

In this section, various control strategies for the elastic biped robot are analyzed to enhance its stability and 

efficiency. The effectiveness of different control methods, such as feedback control and feedforward control, is 

compared through simulations. Feedback control mechanisms are employed to correct deviations in the robot's 

trajectory in real-time, improving its ability to adapt to changes in the environment. Conversely, feedforward 

control strategies anticipate the robot's motion and make proactive adjustments to ensure stability. The analysis 

indicates that a hybrid control approach, combining both feedback and feedforward strategies, yields the best 

results in terms of stability and energy efficiency. The hybrid control system leverages the strengths of both 

methods, offering real-time correction capabilities while anticipating future movements. This approach 

significantly enhances the robot's ability to perform autonomous walking on varying terrains. 

 Conclusion 

The final conclusions of the research provide a comprehensive analysis of the elastic biped robot's dynamics 

and control strategies, highlighting several key insights: 

1. The Gibbs-Appell formulation's derivation of dynamic equations is fundamental for understanding the 

motion and stability of the biped robot. These equations account for both the swing and transition phases, 

allowing for precise modeling of the robot's behavior. 

2. For autonomous walking, identification of initial conditions and stability is critical. By linearizing the 

system's equations and solving the resulting eigenvalue problem, the study identifies conditions that ensure 

periodic and stable locomotion. 

3. Simulation and Parameter Analysis: Simulations demonstrate how various parameters, such as the Kelvin-

Voigt damping coefficient, affect the robot's stability. Higher damping coefficients lead to faster 

stabilization, indicating better control of oscillations and enhanced stability. 

4. Real-world scenarios can apply the research's framework for designing and controlling elastic biped robots. 

The findings are essential for developing robots capable of stable, energy-efficient, and autonomous 

locomotion. 

Future research could explore the implementation of advanced machine learning algorithms to further enhance 

the adaptability and efficiency of the control strategies, allowing the biped robot to navigate more complex 

environments and react to unforeseen obstacles. 

Overall, the study contributes significantly to the field of robotic locomotion by presenting detailed equations, 

simulation results, and effective control strategies for elastic biped robots 
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 هایلینک از شدهساخته دوپا باتر پايداری تحلیل و سازیشبیه ،یسازمدل
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 چکیده  واژگان کلیدی

 ،ربات دوپا

 ،داریبشسطوح 

 یهییالییییینییک 

 ،کیسکوالاستيو

 ،حرکت ثبات

 ،ضربه یروین

ذاتی آن،  هاییدگیرغم پیچموضوعی است که به داربیشهای دوپا در امتداد یک سطح حرکت خودران ربات 

معطوف نموده اسيت  اما آنچه که این تحقی  را از کارهای مشابه متمای    به خودتوجه بسيیاری از محققین را  

  این های رباتیکی استدهنده اینگونه از سیستمهای تشکیلپذیری در لینکسيازد، در نرر گرفتن انعطاف می

 ای که به سیستمنیروی ضربه لیبه دلفاز انتقال )برخورد(، فرض چندان هم دور از انترار نیسيت  چرا که در  

های درگیر یابد  از سوی دیگر استخوانشيدت اف ای  می گردد، امکان تحریک مودهای ارتعاشيی به اعمال می

اند که دارای خاصیت ویسکوالاستیک هستند  لذا هایی دربر گرفته شدهدر راه رفتن توسي  علاتت و ماهیچه 

هایی که دارای خاصييیت ویسييکوالاسييتیک هسييتند،    سييازی لینکتر، مدلبه نتایجی دقی رسييیدن برای 

مسييئله تعیین پیکربندی  نیترمهمهای دوپا، در بحث مربوط به حرکت خودران ربات  باشييدناپذیر میاجتناب

دار را به پایاسيت تا سييیسييتم بتواند تنها تحت اذر جاذبه گران  یک حرکت پریودیک و   یاگونهبهاولیه ربات، 

شيدت ناپایدار سيیسيتم مورد مطالعه، در کنار ارتعاشيات ایجاد شييده تحت اذر نیروی     انجام رسياند  ماهیت به 

های بسیار جدی در پیشروی این تحقی  محسوب ، از چال داربیشای ناشی از برخورد کف پا با سطح ضربه

 های بسیار محکم ریاضیاتیسیستماتیک، با چارچوب ، این مقاله با ارائه یک روش کامتًحال نیا باگردند  می

های الاستیک، شامل مدول الاستیسیته و ها فائ  آمده است  در پایان، اذر پارامترهای ذاتی لینکبر این چال 

  گیردهای رباتیکی مورد مطالعه قرار میویت بر روی پایداری حرکت اینگونه از سیستم-ضریب کلوین

 21/41/2441تاريخ دريافت: 

 14/41/2441تاريخ بازنگری:

 20/44/2441 تاريخ پذيرش:

 مقدمه -2

ی تر هستند  از طرفتر و سبکهای صلب سریعاند، نسبت به رباتهای الاستیک ساخته شدههای دوپایی که از لینکربات

دهند  این امر را نتیجه می تریآمده، حرکت نرم به وجودها و ارتعاشات جذب بخشی از شوک لیبه دلپذیر های انعطافلینک

، انجامد  با این حالهای کمتری به ساختار ربات وارد شود، که نتیجه آن به حرکت پایدارتر سیستم میگردد تا تن موجب می

تحلیل سینماتیکی و استخراج معادلات  گریدعبارتبههای بسیار جدی همراه است  ها با چال تحلیل حرکت اینگونه از ربات

پیچیده است که نیاز به توسعه یک روش  چنانآناند، پذیر تشکیل شدههایی که از چندین لینک انعطافیکی رباتدینام

 سازد ناپذیر میها را اجتنابسیستماتیک و عمومی جهت سنت  حرکت اینگونه از ربات

ز های بیومکانیکی، افاده از دادههایی که در حرکت شبیه به انسان هستند، باعث شده تا محققان زیادی با استساخت ربات
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نندی ما-و همکاران پایداری حرکت و کنترل ربات دوپا پرگار پذیر در ساخت مدل خوی  استفاده نمایند  کریماغلواج ای انعطاف

و  [2]ایدا و همکاران    همچنین[0]الاستیک تعبیه شده بود، مورد بررسی قرار دادند -را که در مچ پای آن یک عملگر سری

و همکاران  های الاستیک استفاده کردند  دنگهایی با المانمانند خود از مفصل-سازی ربات پرگاردر مدل [5]زلیک و همکاران 

در راه رفتن بر روی سطوح صاف مورد  با اضافه کردن تنه و عملگر سری الاستیک در مفصل لگن، پایداری یک ربات دو پا را

اذر فنریت و دمپینگ در مفاصل  هاآنتوان به تحقیقات ارزشمند دیگری اشاره نمود، که در   همچنین می[3]بررسی قرار دادند 

  علیرغم نتایج ارزشمند در [3-3]های خودرانی مورد بررسی قرار گرفته است، که در شرای  حرکتی مختلفی قرار دارند ربات

پذیری تنها با در نرر گرفتن فنر و دمپر در مفاصل ربات ها صلب فرض شده، و انعطافلینک هاآنتحقیقات ذکر شده، در تمامی 

 سازی شده است مدل

ون کاه  انرژی مورد نیاز جهت حرکت، و همچ یلیدلابهاند، پذیر ساخته شدههای انعطافهایی که از لینکاستفاده از ربات

  [8]نی  پایین بودن نسبت وزن به بار قابل حمل، مورد توجه بسیاری از مهندسین رباتیک و محققین این حوزه قرار گرفته است 

   چن[9]م شد انجا هستینگ  و بوکپذیر توس  سازی دینامیکی بازوهای مکانیکی انعطافیکی از اولین تحقیقات در رابطه با مدل

پذیر را استخراج نموده و ارتعاشات ایجاد شده در آن را مورد بررسی و همکاران معادلات دینامیکی بازوی مکانیکی با لینک انعطاف

  [00] پذیر پرداختندیک بازوی مکانیکی با دو لینک انعطاف  خیرالدین و همکاران به تحلیل دینامیکی و ساخت [01]قرار دادند 

سازی را پذیر انجام دادند؛ و نتایج شبیهپرز و همکاران ردیابی مسیر و کنترل ارتعاشات را برای رباتی با یک لینک انعطاف-گارسیا

صورت تئوری و تجربی به طراحی   همچنین پژوهشگرانی به[02]تجربی مقایسه کردند  یها یآزماهای حاصل از با داده

و شافعی معادلات دینامیکی یک ربات پایه    کورایم[01-05]پذیر اقدام نمودند کننده برای بازوهای مکانیکی انعطافکنترل

و پنگ و همکاران  [08]و گاندی استخراج معادلات دینامیکی    پاتیل[03]پذیر را استخراج کردند های انعطافمتحرک با لینک

رغم کارهای بسیار متنوعی که بر روی بازوهای پذیر را به انجام رساندند  بهبرای پاندول معکوس انعطاف [09]کننده طراحی کنترل

پذیر تشکیل های انعطافهای دوپایی که از لینکبا ربات پذیر صورت پذیرفته، تحقیقات بسیار اندکی در رابطهکی انعطافمکانی

ی مانند مورد بررس-های دوپای پرگارضربه گذرا را برای راه رفتن خودران ربات-اند، انجام شده است  شن و کوانگ رفتار تماسشده

سازی شده بودند  اخیراً پذیر مدلصورت انعطافها و سطح تماس بههای صورت گرفته، لینکسازی  در شبیه[21]قرار دادند 

اند ردهسازی کهای الاستیک و ویسکوالاستیک را مدلمانند با لینک-های دوپای پرگارو همکاران راه رفتن خودران ربات صفرتوبی

طالعه ها را مورد مایشان با استفاده از نمودارهای دوشاخگی، تأذیر پارامترهای سیستم بر پایداری حرکت اینگونه از ربات  [22-20]

، معادلات دینامیکی در یک هاآناشاره شد، تقریباً در تمامی  هاآنرغم تحقیقات بسیار ارزشمندی که به برخی از اند  بهقرار داده

 پذیر است، استخراج شده است  بدیهیترین مدل ربات دوپا که تنها دارای دو لینک انعطافبرای سادهفرآیند غیرسیستماتیک، 

تر خاصیت سازی دقی مودهای بیشتر جهت مدلهای ربات دوپا، و نی  با در نرر گرفتن شکلاست با اف ای  تعداد لینک

 استه در فرآیندهای محاسباتی، و نی  ایجاد خطاهای ناخواف ای  پیچیدگی لیبه دلهای فوق ها، روشپذیری در لینکانعطاف

 دهند  خود را از دست می ییکارا استخراج معادلات،

توان به فرمولاسیون لاگرانژ، اصل پذیر، میهای انعطافهای مرسوم در استخراج معادلات دینامیکی رباتاز پرکاربردترین روش

سازی دینامیکی یک اپل اشاره نمود  شین و همکاران از روش لاگرانژ در مدل-اویلر و روش گیبس-همیلتون، معادلات نیوتن

سازی دینامیکی بازوی   تانگ و همکاران از اصل همیلتون در مدل[25]پذیر بهره جستند بازوی مکانیکی با دو لینک انعطاف

های   همچنین از اصل همیلتون در توسعه مدل دینامیکی لینک[23]پذیر با دو کابل، استفاده کردند مکانیکی انعطاف

  خلیل و همکاران بر اساس [23-23]پذیری که در انتهای آن یک جرم متمرک  قرار گرفته است، استفاده شده است انعطاف

  [28]پذیر با پایه متحرک پرداختند های انعطافدینامیک حرکت ربات اویلر به ارائه الگوریتمی جهت حل مسئله-معادلات نیوتن

یگر مانند های داپل به علت استفاده کمتر از مشتقات ج ئی، نسبت به روش-ماتا و همکاران اذبات نمودند که فرمولاسیون گیبس

  کورایم و همکاران با توسعه یک الگوریتم بازگشتی مبتنی بر [29]تر است های چند ج ئی مناسبلاگرانژ برای سیستم

-51]پذیر با پایه ذابت و نی  متحرک را استخراج نمودند اپل، معادلات دینامیکی بازوهای مکانیکی انعطاف-فرمولاسیون گیبس

های دوپا استفاده نشده ین روش، تاکنون از آن در استخراج معادلات حرکت رباترغم م ایای بسیار ارزشمند ا  با این حال، به[53

 است 
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تحت شرای  اولیه مناسب رها شوند، این امکان را دارند تا تحت اذر گران  زمین، یک  کهیدرصورتهای دوپا خودران، ربات

 منرور حرکت خودرانآل، بهکردن شرای  اولیه ایدهراه رفتن پایدار را تجربه کنند  کیم و همکاران الگوریتمی ساده جهت پیدا 

ها با یافتن شرای  اولیه مناسب برای یک ربات دوپا، با ایجاد تغییرات کوچک   آن[53]مانند ارائه نمودند -های دوپای پرگارربات

رکت ربات با پارامترهای مختلف پیدا کردند  ابایاشی ، شروط اولیه مناسبی برای حداربیشسطح  در پارامترهای سیستم و زاویه

-51]مانند پرداختند -و همکاران با تمرک  بر ناحیه جذب، به یافتن شرای  اولیه مناسب برای حرکت خودران ربات دوپای پرگار

برد، شرای  اولیه برای حرکت پایدار ی بهره میو همکاران با استفاده از الگوریتمی که از قیدهای تغذیه دوشاخگ   گریتلی[53

  از طرفی دردل و همکاران روشی مبتنی بر حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی حرکت [58]کردند  وجوجستمانند را -ربات پرگار

مانند -حرکت خودران ربات پرگاراند که توس  آن شرای  اولیه مناسب جهت با استفاده از روش تفاضل محدود معرفی نموده

   [59]گردد تعیین می

در دو فاز نوسان و انتقال، روشی  0منیپولاتورهای الاستیکدر این تحقی  با استفاده از معادلات دینامیکی حاکم بر 

ر دشود  در این راستا، پذیر ارائه میهای دوپای انعطافسیستماتیک برای تعیین شرای  اولیه مناسب جهت حرکت خودران ربات

، معادلات دینامیکی این سیستم 5گیرد  در بخ  لینک الاستیک مورد مطالعه قرار می 𝑛 ، سینماتیک یک زنجیره از2بخ  

آن  رای که دشود( و انتقال )مرحلهلولا فرض می داربیشگاه به سطح ای که در آن پای تکیهرباتیکی در دو فاز نوسان )مرحله

سازی معادلات حرکت در همسایگی گردد  بخ  چهارم با خطیکند( استخراج میبرخورد می داربیشپای در حال نوسان به سطح 

یافته در دو قدم متوالی، به استخراج یک مسئله مقدار ویژه های تعمیمنقطه تعادل ربات، و نی  یافتن ارتباط میان مختصات

ازی سدهد  نتایج حاصل از شبیههای الاستیک را نتیجه میولیه مناسب جهت حرکت خودران رباتپردازد؛ که حل آن، شرای  امی

ارائه گردیده است  در پایان، نتایج حاصل از  3ها بر روی پایداری حرکت ربات در بخ  و نی  مطالعه اذر پارامترهای ذاتی لینک

  گردد ارائه می 3های صورت گرفته در آن در بخ  آوریاین تحقی  و نی  نو

 لینک الاستیک 𝒏 های ساخته شده ازسینماتیک ربات -1

پردازد  می 𝛼با زاویه شیب  داربیشاین بخ  به ارائه رواب  سینماتیکی مربوط به پایین آمدن یک ربات دوپا از یک سطح 

 ترآساننما است  برای تحلیل انسانهای تنه در رباتلینک الاستیک است، یادآور قسمت پایین 𝑛ای از ربات مذکور که زنجیره

 𝑥̂𝑖𝑦̂𝑖𝑧̂𝑖ام و دستگاه iبه ابتدای لینک  𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖یابد  دستگاه این سیستم رباتیکی به هر لینک دو دستگاه مختصات اختصاص می

عمود بر  𝑧̂𝑖و  𝑧𝑖همواره چسبیده به این لینک، محورهای  𝑥̂𝑖و  𝑥𝑖گردند که محورهای ای نصب میگونهبه انتهای این لینک به

 𝑋باشند  همچنین  گردراستدهنده یک دستگاه تشکیل 𝑦̂𝑖و  𝑦𝑖صفحه حرکت ربات، و محورهای 
𝑟𝑒𝑓 𝑌 

𝑟𝑒𝑓 𝑍 
𝑟𝑒𝑓  دستگاه مختصات

 کند متصل شده است و ربات حرکت خود را از مبدأ این دستگاه آغاز می داربیشجهانی است که به سطح 

افتد، با دو فاز حرکتی شامل نوسان و انتقال که تحت اذر جاذبه اتفاق می داربیشدر حرکت رو به پایین ربات در امتداد سطح 

کنیم به آن است که فرض می  𝑂، مفصل در تماس است داربیشای از ربات که با سطح مواجه هستیم  در فاز نوسان، تنها نقطه

مفصل  زمانهمطور چسبد؛ و بهبرخورد نموده و به آن می داربیشبا سطح   +𝑂𝑛در فاز انتقال مفصل  آنکهحاللولا شده است  

𝑂   ( 0)شکل  دهداز دست می داربیشتماس خود را با سطح 

عبارت  𝑥𝑖𝑦𝑖𝑧𝑖ان داده شده است  موقعیت این المان نسبت به دستگاه مختصات نش 𝑄المان دیفرانسیلی  0در قسمت بالای شکل

 است از:

(0)   
𝑖⃗⃗⃗ 

𝑄 𝑂𝑖
= [𝜂𝑖 0 0]𝑇⏟        

𝜂⃗⃗ 𝑖

+ ∑ 𝑖𝑗   [𝑥𝑖𝑗 𝜂𝑖 𝑦𝑖𝑗 𝜂𝑖 𝑧𝑖𝑗 𝜂𝑖 ]𝑇⏟                  
𝑟 𝑖𝑗

𝑚𝑖

𝑗= 

 

الاستیکی باشد  همچنین  فرم رییتغام فاقد هرگونه iدر حالتی است که لینک  iOتا مبدأ  Qفاصله میان المان  iکه در آن 

                                                           
1 elastic manipulators 
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 𝑖𝑗     بیانگر𝑗 امین مختصات مودال لینک𝑖 ،و ام𝑥𝑖𝑗 𝜂𝑖  ،𝑦𝑖𝑗 𝜂𝑖  و ،𝑧𝑖𝑗 𝜂𝑖  ترتیب به𝑗مود از لینک امین شکل𝑖 ام در راستاهای

𝑂𝑖𝑥𝑖 ،𝑂𝑖𝑦𝑖 و ،𝑂𝑖𝑧𝑖 گردد که تعداد شکل مودهای بکار رفته برای توصیف مشاهده می 0گردند  با توجه به معادله محسوب می

کنیم که منرور کاه  پیچیدگی معادلات استخراجی، فرض میمود است  در ادامه، به 𝑖 امین لینک برابر  𝑖پذیری در طافانع

است  در بخ  بعد تحلیل دینامیکی این سیستم رباتیکی در دو    رفته برای هر لینک یکسان و برابرتعداد شکل مودهای بکار 

 دد گرفاز نوسان و انتقال ارائه می

 دينامیکي حرکتمعادلات  -1

اپل، در ابتدا باید عبارتی برای انرژی شتاب کل سیستم -جهت استخراج معادلات حرکت با استفاده از فرمولاسیون گیبس

  گردد:صورت زیر ارائه میگردد، بهدهنده ربات حاصل میلینک تشکیل 𝑛 جمع انرژی شتابکمیت که از حاصل  ارائه گردد  این

 

 لینک الاستیک در دو فاز نوسان و انتقال 𝒏وضعیت يک ربات دوپا متشکل از 2شکل 
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;1,,10که در آن پارامترهای  jB ji اند هدر پیوست )الف( تعریف شد 

گردد  پی  از آن لازم به تأکید است که اذر در دو بخ  پیشرو معادلات حرکت ربات دوپا در دو فاز نوسان و انتقال ارائه می

 𝑌در راستای   𝑂به اولین مفصل زنجیره الاستیک یعنی  g1گران  با فرض اعمال شتاب 
𝑟𝑒𝑓 گردد  لذا داریملحاظ می :𝑣  𝑜1 

𝑟𝑒𝑓 =

[0 𝑔 0]𝑇گردند:صورت زیر ارائه می  همچنین انرژی پتانسیل کرنشی و تابع استهتک ریلی برای سیستم مورد مطالعه به 
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(01)  𝑉 =
 

2
∑∑∑ 𝑖𝑗    𝑖𝑘   𝑉𝑖𝑗𝑘

𝑚

𝑘= 

𝑚

𝑗= 

𝑛

𝑖= 

 

(00)  𝐷 =
 

2
∑∑∑  𝑖𝑗     𝑖𝑘   𝐷𝑖𝑗𝑘

𝑚

𝑘= 

𝑚

𝑗= 

𝑛

𝑖= 

 

 از: اندعبارت 𝐷𝑖𝑗𝑘و  𝐾𝑖𝑗𝑘که در آن 

(02)  𝑉𝑖𝑗𝑘 = 𝐸𝑖 ∫ 𝐼𝑧𝑖
𝜕𝜙𝑧𝑖𝑗

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜙𝑧𝑖𝑘

𝜕𝜂𝑖

 𝜂𝑖

𝑙𝑖

0

 

(05)  𝐷𝑖𝑗𝑘 = 𝐾𝑣𝑖 ∫ 𝐼𝑧𝑖
𝜕𝜙𝑧𝑖𝑗

𝜕𝜂𝑖

𝜕𝜙𝑧𝑖𝑘

𝜕𝜂𝑖

 𝜂𝑖

𝑙𝑖

0

 

𝜙𝑧𝑖𝑗ذکر است:  لازم به = 𝜕𝑦𝑖𝑗 𝜕𝜂  05و  02  در رواب ،𝐸𝑖  و𝐾𝑣𝑖  خصوصیات ذاتی𝑖 امین لینک بکار رفته در ساختار ربات

است  با توجه به معادله  𝑂𝑖𝑧𝑖ممان اینرسی سطحی حول محور  ziIویت هستند  همچنین -یعنی مدول یانگ و ضریب کلوین

م  در صفحه خ لیبه دلتوان نتیجه گرفت که تنها انرژی پتانسیل کرنشی در نرر گرفته شده، انرژی پتانسیل کرنشی می 02

𝑥𝑖𝑂𝑖𝑦𝑖  طولی و خم  در صفحه  فرم رییتغچ ، )برش، پی جادشدهیا یهافرم رییتغاست، و از دیگر 𝑥𝑖𝑂𝑖𝑧𝑖  نرر شده صرف

 است 

 دينامیک فاز نوسان 1-2

در  کهییازآنجایافته ربات در این فاز تعیین گردد  های تعمیمقبل از استخراج معادلات حرکت در فاز نوسان، باید مختصات

های است )که بدان لولا شده است(، لذا مختصات  𝑂در تماس است، مفصل  ردابیشای از ربات که با سطح فاز نوسان تنها نقطه

𝑖 ها نسبت به یکدیگر )یافته سیستم در این فاز، زوایای لینکتعمیم ; 𝑖 =  ,⋯ , 𝑛یافته های مودال تعمیم( و نی  مختصات

( 𝑖𝑗 ; 𝑖 =  ,⋯ , 𝑛𝑗 =  ,⋯  گردند:صورت زیر ارائه میبه 𝛩⃗ 𝑆افته در قالب بردار یهای تعمیمهستند  تمام این مختصات ( ,

(03) 𝛩⃗ 𝑆 = [     ⋯   𝑚 ⋯  𝑛  𝑛 ⋯  𝑛𝑚]𝑇 
ک یافته، مشت  تابع استهتهای تعمیممشت  انرژی شتاب نسبت به شتاب حاصل جمعمعادلات حرکت ربات در فاز نوسان، از 

قرار دادن  یافته و مساویهای تعمیمیافته، و مشت  انرژی پتانسیل کرنشی نسبت به مختصاتهای تعمیمبه سرعت ریلی نسبت

 گردد ( حاصل می 𝜏یافته )آن با نیروهای تعمیم

(03) 
𝜕𝑆

𝜕𝛩⃗ ̈𝑆

+
𝜕𝐷

𝜕𝛩⃗ 
 
𝑆

+
𝜕𝑉

𝜕𝛩⃗ 𝑆
= 𝜏  

 به فرم 03ارائه شده است  با بازنویسی معادله  03دهنده رابطه های تشکیلاز ترم در پیوست )ب(، ج ئیات مربوط به هر یک

 دینامیک مستقیم داریم:

(01) 𝐼𝑆 𝛩⃗ 𝑆 𝛩⃗ ̈𝑆 + 𝑉⃗ 𝑆 𝛩⃗ 𝑆, 𝛩⃗ 
 
𝑆 + 𝐺 𝑆 𝛩⃗ 𝑆 = 0⃗ ⇒ 𝐼𝑆 𝛩⃗ 𝑆 𝛩⃗ ̈𝑆 = 𝑅⃗ 𝑆 𝛩⃗ 𝑆, 𝛩⃗ 

 
𝑆  

,𝑉⃗ 𝑆 𝛩⃗ 𝑆ماتریس اینرسی،   𝐼𝑆 𝛩⃗ 𝑆که در آن  𝛩⃗ 
 
𝑆   بردار مربوط به اذرات کوریولیس و جانب مرک ، و𝐺 𝑆 𝛩⃗ 𝑆  بوط به بردار مر

و بردار   𝐼𝑆 𝛩⃗ 𝑆 کند  ماتریسمیبه فاز نوسان اشاره  01دهنده معادله های تشکیلدر ترم Sاذرات گران  است  زیرنویس

𝑅⃗ 𝑆 𝛩⃗ 𝑆, 𝛩⃗ 
 
𝑆 = −𝑉⃗ 𝑆 𝛩⃗ 𝑆, 𝛩⃗ 

 
𝑆 − 𝐺 𝑆 𝛩⃗ 𝑆  است در بازنویسی  به ذکرنشان داده شده است  لازم  5و  2های در شکل یببه ترت

، بردار گشتاور اعمالی به مفاصل صفر در نرر گرفته شده است  01له دینامیک مستقیم نشان داده شده در معاد به فرم 03رابطه 

 زیرا هدف اصلی این مقاله مطالعه حرکت خودران سیستم تحت اذر شتاب گران  زمین است 
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 ماتريس اينرسي معادلات حرکت ربات دوپای الاستیک در فاز نوسان 1شکل 

 
 الاستیک در فاز نوسان بردار سمت راست معادلات حرکت ربات دوپای 1شکل 

 اند ( در پیوست )پ( معرفی شده53تا  0)اعداد  5و  2های اعداد ظاهر شده در شکل

 دينامیک فاز نوسان 1-1

( با  +𝑂𝑛ای انتقال، آخرین مفصل در زنجیره سینماتیکی )یعنی که در بخ  سینماتیک گفته شد، در فاز لحره گونههمان

شود  لذا دو جدا می داریبش( از سطح  𝑂، اولین مفصل در این زنجیره )یعنی زمانهمطور ه و بهبرخورد نمود داریبشسطح 

 𝑋نسبت به دستگاه مختصات   𝑂که بیانگر موقعیت مفصل  𝑌و  𝑋یافته مختصات تعمیم
𝑟𝑒𝑓 𝑌 

𝑟𝑒𝑓 𝑍 
𝑟𝑒𝑓  مختصاتاست، به 

 گردد صورت زیر ارائه مییافته سیستم در این فاز بهتعمیم مختصاتگردد  بنابراین بردار یافته کل سیستم اف وده میتعمیم

(03)  𝛩⃗ 𝑇 = [     ⋯   𝑚 ⋯  𝑛  𝑛 ⋯  𝑛𝑚 𝑋 𝑌]𝑇 
در   𝑂حرکت انتقالی مفصل  یلبه دلپی  از استخراج معادلات حرکت سیستم در فاز انتقال، ذکر این نکته ضروری است که 

  𝑣  𝑜 صورتزمین بهاین فاز، شتاب این مفصل با فرض در نرر گرفتن اذرات ناشی از گران  
𝑟𝑒𝑓 = [𝑋̈ 𝑌̈ + 𝑔 0]𝑇 آید  درمی

یافته، ای تعمیمهمعادلات حرکت سیستم در این حالت نی  همانند فاز نوسان از حاصل جمع مشت  انرژی شتاب نسبت به شتاب

یافته های تعمیمیافته، و مشت  انرژی پتانسیل کرنشی نسبت به مختصاتهای تعمیممشت  تابع استهتک ریلی نسبت به سرعت

و  𝐹 𝑡 ای گردد  نیروهای وارد بر سیستم در این حالت، دو نیروی ضربهیافته حاصل میو مساوی قرار دادن آن با نیروهای تعمیم

 𝐹 𝑛  داریبشدر راستاهای مماس بر سطح  یببه ترتهستند که (   𝑟𝑒𝑓( و عمود بر آن )𝑛⃗  
𝑟𝑒𝑓 به مفصل )𝑂𝑛+  گردد اعمال می

 (  لذا در این حالت داریم:0)شکل 

(08)  
𝜕𝑆

𝜕𝛩⃗ ̈𝑇

+
𝜕𝐷

𝜕𝛩⃗ 
 
𝑇

+
𝜕𝑉

𝜕𝛩⃗ 𝑇
= 𝜏 + 𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑡 + 𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑛 

 𝐽همچنین 
𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇   ماتریس ژاکوبین مفصل𝑂𝑛+  گردد:صورت زیر محاسبه میاست که به 

(09)  
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 𝑋، 09در رابطه 
𝑟𝑒𝑓

𝑂𝑖
 𝑌و  

𝑟𝑒𝑓
𝑂𝑖

 𝑋نسبت به دستگاه جهانی   +𝑂𝑛مفصل   بیانگر  
𝑟𝑒𝑓 𝑌 

𝑟𝑒𝑓 𝑍 
𝑟𝑒𝑓  به است  به ذکراست  لازم

= 𝜏شود )فرض حرکت خودران سیستم، گشتاور اعمالی به مفاصل در محاسبات پیشرو صفر در نرر گرفته می یلدل (  از طرفی  0⃗

در پیوست )ت( قابل مشاهده است  در اینجا نی  با بازنویسی معادله  08ه در رابطه ج ئیات مربوط به مشتقات ج ئی ظاهر شد

 دینامیک مستقیم داریم: به فرم 08

(21) 
𝐼𝑇 𝛩⃗ 𝑇 𝛩⃗ ̈𝑇 + 𝑉⃗ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇 , 𝛩⃗ 

 
𝑇 + 𝐺 𝑇 𝛩⃗ 𝑇 = 𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑡 + 𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑛 ⇒ 𝐼𝑇 𝛩⃗ 𝑇 𝛩⃗ ̈𝑇

= 𝑅⃗ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇 , 𝛩⃗ 
 
𝑇 + 𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑡 + 𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑛 

𝑅⃗ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇( و 3ماتریس اینرسی سیستم در فاز انتقال )شکل   𝐼𝑇 𝛩⃗ 𝑇که در آن  , 𝛩⃗ 
 
𝑇 = −𝑉⃗ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇 , 𝛩⃗ 

 
𝑇 − 𝐺 𝑇 𝛩⃗ 𝑇    آن بخ

است که شامل اذرات ناشی از شتاب کوریولیس، شتاب جانب مرک  و گران   21دهنده سمت راست معادله از جمتت تشکیل

 اند یوست )ث( معرفی شده( در پ13تا  58(  همچنین اعداد جدید ظاهر شده در این دو شکل )اعداد 3شوند )شکل می

 
 ماتريس اينرسي معادلات حرکت ربات دوپای الاستیک در فاز انتقال 4شکل 

 
 بردار سمت راست معادلات حرکت ربات دوپای الاستیک در فاز انتقال 2شکل 

− )در طول مدت زمان بسیار کوتاه برخورد  21گیری از معادله معادلات جبری در فاز انتقال با انتگرال → صورت زیر ( به+ 

 گردد:حاصل می

(20) ∫ 𝐼𝑇 𝛩⃗ 𝑇 𝛩⃗ ̈𝑇  
𝑡=𝑡+

𝑡=𝑡−
= ∫ 𝑅⃗ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇 , 𝛩⃗ 

 
𝑇   

𝑡=𝑡+

𝑡=𝑡−
+ ∫  𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑡 + 𝐽 

𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝐹 
𝑛   

𝑡=𝑡+

𝑡=𝑡−
 

𝑅⃗ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇با توجه به اینکه  , 𝛩⃗ 
 
𝑇  هایی با مقادیر محدود تشکیل شده است، لذا انتگرال آن در طول مدت زمان بسیار کوتاه از ترم

 شود:زیر ساده می به فرم 20برخورد برابر صفر است  بنابراین معادله 

(22) 𝐼𝑇 𝛩⃗ 𝑇  𝛩⃗ 
 
𝑇
+ − 𝛩⃗  𝑇

− = 𝐽 
𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇   

𝑟𝑒𝑓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗𝐹𝑡 + 𝐽 
𝑛+ 𝑇 𝛩⃗ 𝑇 𝑛 

𝑟𝑒𝑓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝐹𝑛 

𝐹𝑛که در آن  = ∫  𝐹𝑛  
𝑡=𝑡+

𝑡=𝑡−
𝐹𝑡و   = ∫  𝐹𝑡  

𝑡=𝑡+

𝑡=𝑡−
𝛩⃗  𝑇  همچنین 

𝛩⃗  𝑇و  −
یافته سیستم، های تعمیمبیانگر سرعت بیبه ترت +

 قبل و پس از برخورد هستند 

در فاز انتقال، فرض برخورد کامتً پتستیک برقرار است  بدان معنا که با برخورد آخرین مفصل زنجیره سینماتیکی به سطح 

دد  گربرابر صفر می داریبشسطح های سرعت این مفصل در هر دو راستای مماس و عمود بر چسبد  لذا مؤلفه، بدان میداریبش

 بنابراین داریم:
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 داریم: 23و  25، 22با ترکیب رواب  
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 عبارت است از:  +𝑚 𝑛+4,  +𝑚 𝑛+  [𝐻]که در آن 
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یافته قبل از های تعمیمیافته پس از برخورد را از روی سرعتهای تعمیمتوان سرعت، می 𝐻لذا با در اختیار داشتن ماتریس 

 دست آورد ورد بهبرخ

 تعیین شرايط اولیه جهت حرکت خودران ربات الاستیک -4

 سازی معادلات حرکت در همسايگي وضعیت تعادلي آنخطي 4-2

لینک الاستیک،  nهدف اصلی این بخ ، یافتن شرای  اولیه مناسب جهت حرکت متناوب یک ربات سریال متشکل از 

معادلات حرکت این سیستم رباتیکی در دو فاز نوسان و انتقال در بخ  قبلی مورد مطالعه قرار گرفت   تحت اذر وزن آن هستیم 

 با نوشتن معادلات دیفرانسیلی حرکت در فرم فلاای حالت داریم:

(28) 𝑓  𝑞  = {
𝑞 𝑖 = 𝑞𝑖+ 

𝑞 𝑖+ =  𝑖+ 
 

 𝑞 , … , 𝑞   +𝑚 𝑛 𝑖 =  ,3,5,2  +   𝑛 −   

= ℎ⃗و نی  بردار   𝑞که در آن بردار متغیرهای حالت  𝛩⃗ ̈𝑆 از: اندعبارت 

(29) 𝑞 = [
𝑞 ⏟
𝜃1

𝑞 ⏟
𝜃 1

𝑞3⏟
𝛿11

𝑞4⏟
𝛿 11

⋯ 𝑞   +𝑚  𝑛−  + ⏟        
𝜃𝑛

𝑞   +𝑚  𝑛−  + ⏟        
𝜃 𝑛

⋯ 𝑞   +𝑚 𝑛− ⏟      
𝛿𝑛𝑚

𝑞   +𝑚 𝑛⏟    
𝛿 𝑛𝑚

]
𝑇

 

(51) ℎ⃗ = [
ℎ ⏟
𝜃̈1

ℎ ⏟
𝛿̈11

⋯ ℎ  +𝑚  𝑛−  + ⏟        
𝜃̈𝑛

⋯ ℎ  +𝑚 𝑛⏟    
𝛿̈𝑛𝑚

]
𝑇

= 𝐼𝑆
−  𝛩⃗ 𝑆 𝑅⃗ 𝑆 𝛩⃗ 𝑆, 𝛩⃗ 

 
𝑆  

 پردازیم  سازی معادلات حرکت میوضعیت تعادلی آن، به خطی حوالیسیستم رباتیکی در برای مطالعه رفتار این 

(50) 𝑞  = 𝑓  𝑞 ∗ +  
𝜕𝑓 

𝜕𝑞 
 |𝑞 = 𝑞 ∗ 𝑞 − 𝑞 ∗ + ⋯ 

∗ 𝑞که در آن  = [𝑞 
∗ 𝑞 

∗ ⋯ 𝑞   +𝑚 𝑛− 
∗ 𝑞   +𝑚 𝑛

∗ ]𝑇 لت سیستم در وضعیت تعادلی آن است  بردار متغیرهای حا



پذيرانعطاف هایلینک از شدهساخته دوپا ربات پايداری تحلیل و سازیشبیه سازی،مدل  114 
 

 1/ شماره 4/ دوره 2441مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

قرار  Yrefهرگونه ارتعاشی و در راستای محورهای ربات فاقد وضعیت تعادلی این سیستم زمانی است که در آن تمامی لینک

سازی شکل مود مدل mر هر لینک توس پذیری دیت انعطافلینک الاستیک که خاص nگیرند  لذا برای یک ربات دوپا متشکل از

 گردد:صورت زیر ارائه میشده است، بردار متغیرهای حالت در وضعیت تعادل به
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)(0در وضعیت تعادل  که ییآنجااز  qf
  گردد:زیر ساده می به فرم 50است، لذا معادله 

(55) yAy
  

که در آن  qqy
  و




qqq

f
A 



، پاسخ سیستم در همسایگی وضعیت تعادلی سیستم، دقیقاً 55است  با حل معادله  )(

 گردد:صورت زیر حاصل میبه داربیشبا سطح  1nOپی  از برخورد مفصل 

(53) 
0yey At 

 

0yکه در آن 
   1که پیشتر نی  گفته شد، در لحره برخورد مفصل  گونههمانبردار مربوط به شرای  اولیه استnO  با سطح

از برخورد  (.)و پس (.)ای مفاصل در قبل ، ربات فرصت تغییر وضعیت به پیکربندی جدید را ندارد  لذا موقعیت زاویهداربیش

فرموله گردید  بنابراین  21دهد که پیشتر توس  رابطه ای مفاصل رخ میماند  اما تغییرات شدیدی در سرعت زاویهیکسان باقی می

 گردد:صورت زیر ارائه میارتباط میان متغیرهای حالت در فاز انتقال به

(53) 
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+  توان نتیجه گرفت که تنها به می 53با دقت در معادله    𝑛  سطر اول و  +   𝑛  ستون اول ماتریس𝐻  معرفی شده

= 𝑞احتیاج است  اکنون با استفاده از رابطه  23در رابطه  𝑦 + 𝑞 ∗ بردار  برحسب 53، معادله𝑦  گردد:زیر ارائه می به فرم 

(51)   yy


1 

+∗ 𝑞از این حقیقت که  51لازم به ذکر است که در استخراج رابطه  = 𝜅 𝑞 
 استفاده شده است  −∗

 يافته در دو قدم متواليهای تعمیمارتباط میان مختصات 4-1

دان معنا که مفصل گردد  بو اتمام فاز انتقال، حرکت در قدم جدید آغاز می داربیشبه سطح   +𝑂𝑛پس از برخورد مفصل 

𝑂𝑛+  گردد  این مفصل را در قدم جدید تحت عنوان لولا شده، و در نق  اولین مفصل در قدم جدید ظاهر می داربیش، به سطح

𝑂′
ه ک  𝑂عتمت پریم برای تمای  میان قدم جدید با قدم قدیم استفاده شده است  از طرفی مفصل  درواقعکنیم  می یگذارنام  

جدا شده و در نق  آخرین مفصل در قدم جدید  داربیشلولا شده بود، در قدم جدید از سطح  داربیشدر قدم قدیم به سطح 

′𝑂گردد  لذا مطاب  توضیحاتی که در مورد عتمت پریم داده شد، این مفصل در قدم جدید تحت عنوان ظاهر می
𝑛+  یگذارنام 

 گردد می

  در کشدیافته را دقیقاً در لحره پایان قدم قدیم و شروع قدم جدید به تصویر میهای تعمیممختصاتارتباط میان  1 شکل

𝑖 این شکل 
′ در قدم قدیم، و  داربیشدقیقاً در لحره پس از برخورد با سطح  𝑥𝑖و   −𝑥̂𝑖زاویه میان راستای +

𝑖| 
′ = زاویه  0

𝑥میان راستای  ′̂𝑖−1  و𝑥 ′
𝑖  در لحره شروع قدم جدید هستند  همچنین 𝑖𝑗

+،𝑗یافته از لینکامین مختصات مودال تعمیم 𝑖 ًام دقیقا
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′ در قدم قدیم، و  داربیشپس از برخورد با سطح 
𝑖𝑗| 

′ = های همین کمیت در شروع قدم جدید است  لذا ارتباط میان مختصات 0

 گردد:زیر ارائه می  یبه طرمقادیر متناظر آن در قدم قدیم  برحسبیافته در قدم جدید های تعمیمته و سرعتیافتعمیم
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 يافته در پايان قدم قديم و شروع قدم جديدهای تعمیمارتباط میان مختصات 2شکل 

′ که در آن  =  صورتدهنده زمان شروع حرکت در قدم جدید است  با معرفی متغیرهای فلاای حالت در قدم جدید بهنشان 0
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 برداری زیر ارائه نمود: به فرممتغیرهای فلاای حالت  برحسبرا  53توان معادله می

(59) 
  qq t


20  

 اند ارائه شده 3و شکل  31در رابطه  بیبه ترت  𝜅و ماتریس   𝜋⃗دار که در آن بر

(31)  T
00000 


  
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 يافته در پايان قدم قديم و شروع قدم جديدهای تعمیمارتباط میان مختصات 0شکل 

ر در قدم جدید، بردار متغیرهای بدیهی است که وضعیت تعادل در قدم جدید همانند وضعیت تعادل در قدم قدیم است  لذا اگ

q*حالت در وضعیت تعادلی آن را با 

  نشان دهیم، آنگاه داریم** qq


برحسبرا  59توان رابطه   با استفاده از این حقیقت می 

yبردار 
 صورت زیر نوشت:به 

(30)  yy


20  

0yکه در آن 

 تغیرهای حالت در شروع قدم جدید وبردار مy

  بردار متغیرهای حالت درست در لحره پس از برخورد قدم

 است  داربیشقدیم با سطح 

 استخراج يک مسئله مقدار ويژه جهت حرکت خودران ربات الاستیک 4-1

مقادیر متناظر  برحسب داربیشرهای حالت در قدم قدیم در لحره پس از برخورد با سطح ، مقادیر متغی0-3در زیر بخ  

م جدید، ط میان متغیرهای حالت در شروع قد(  همچنین ارتبا51آن در لحره قبل از برخورد با این سطح تعیین گردید )رابطه 

 داریم: 30و  51(  اکنون با ترکیب رواب  30)رابطه  ارائه گردید 2-3بخ  -مقادیر متناظر آن در پایان قدم قدیم در زیر برحسب

(32)  yy


120  

مقادیر متناظر آن در لحره پی   برحسبای است که ارتباط میان متغیرهای حالت در شروع قدم جدید را ، رابطه32معادله 

رفتار سیستم را در همسایگی وضعیت  53بطه دهد  از طرفی پیشتر در رادر قدم قدیم نشان می داربیشاز برخورد با سطح 

توان مقادیر متغیرهای حالت را دقیقاً پی  از آوردیم  با استفاده از این رابطه و با داشتن شرای  اولیه می به دستتعادلی آن 

 تعیین نمود  داربیشبرخورد با سطح 

(35) 
0yey At  

 

 داریم: 32در معادله  35گردد  با جایگذاری رابطه تناوب یک گام کامل در قدم قدیم محسوب میدوره  tکه در آن

(33) 
0120 yey At  

  
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داریم:  رگیدعبارتبهشرط تحق  یک حرکت پریودیک آن است که پیکربندی ربات در شروع هر گام همانند گام قبلی باشد  

00 yy


آید زیر درمی به فرم 33از این فرض رابطه    با استفاده 

(33) 00 yWy


 

که در آن


 AteW 12   1بیانگر یک مسئله مقدار ویژه، با مقدار ویژه  33معادله  ریغاست  برای داشتن یک پاسخ 

 از معادله فوق باید داشته باشیم: یهیبد

(31) 0)(det  IW 

جایگذاری مقدار خواهد آمد  با  به دستاست که با حل آن دوره تناوب یک گام کامل  tتنها مجهول معادله جبری فوق

است  اکنون با جایگذاری  1یر ویژه آن ، با ماتریسی مواجه هستیم که حتماً یکی از مقادWدر ماتریس tبرای آمدهدستبه

ناظر با این مقدار ویژه در رابطهبردار ویژه مت qyq


گردد  ، شرای  اولیه جهت حرکت خودران ربات الاستیک تعیین می00

دارای  31ه معادله گوییم  در اینجا ذکر این نکته ضروری است کبه حرکت ربات تحت این شرای  اولیه یک مود حرکتی می

شدت ناپایدار سیستم مورد ماهیت به لیبه دلگردد  ولی است؛ که به ازاء هر ریشه یک مود حرکتی حاصل می tنهایت ریشهبی

گردند  روش ارائه شده در این ، به یک حرکت خودران و پریودیک منتهی نمیآمدهدستبهمطالعه، خیلی از مودهای حرکتی 

دی ش پیشنهاکه مشاهده گردید، رو گونههمانمقاله، در مواجهه با این دسته از شرای  اولیه نی  از یک م یت عمده برخوردار است  

گردد تا در ن میتعیی یاگونهبهگیرد  لذا پیکربندی اولیه ربات می تئنشبرای تعیین شرای  اولیه، از دینامیک حاکم بر سیستم 

شود عین پایداری، بیشترین انرژی مورد نیاز جهت حرکت خودران خود را از نیروی گران  زمین تأمین کند  این موضوع باعث می

احی یک سیستم کنترلی بسیار ساده و با اعمال یک گشتاور کنترلی با دامنه محدود، حرکت پایدار ربات دوپای تا بتوان با طر

 تلامین نمود  داربیشالاستیک را در پایین آمدن از سطوح 

 داربیشسازی پايین آمدن ربات دوپای الاستیک از سطوح شبیه -2

در این مقاله، ل وماً به یک  شدهارائهتوس  روش  آمدهدستبهیه که در انتهای بخ  قبل بیان شد، شرای  اول گونههمان

های پذیری لینکشدت ناپایدار سیستم مورد مطالعه است، که انعطافماهیت به لیبه دلگردد  این امر حرکت پایدار منجر نمی

مکن، بات دوپا از کمترین تعداد لینک مر که یزمان حالنیباابخشد  بکار رفته در ساختار ربات به این ناپایداری شدت بیشتری می

یعنی تنها دو لینک در ساختار خود برخوردار باشد، آنگاه امکان آنکه بتوان شرای  اولیه مناسب جهت حرکت خودران ربات را 

ائه شده ار 0رباتی متشکل از دو لینک الاستیک با پارامترهایی که در جدول  طور مثالبهیابد  شدت اف ای  میتعیین نمود، به

 است در نرر بگیرید 

 ربات دوپا الاستیکمشخصات فیزيکي و هندسي  2جدول 
 توضیحات پارامتر مقدار

0.5  𝑙 , 𝑙  هاطول لینک 

2𝑘𝑔   𝜇 , 𝜇  جرم واحد طول 

2.0 ×  0  𝑝  𝐸 , 𝐸  مدول یانگ 

 00𝑘𝑔 ⋅     𝐾𝑣 , 𝐾𝑣  ویت-ضریب کلوین 

5 ×  0−9 4 𝐼𝑧 , 𝐼𝑧   ممان اینرسی سطحی حول محور𝑂𝑖𝑧𝑖 

[
0 0 0
0 0 0
0 0 0

] 𝑘𝑔.  𝐼 , 𝐼  ممان اینرسی جرمی بر واحد طول 

9.8      𝑔 شتاب گران  جاذبه 

0.5   𝑔   𝛼 شیب سطح 

0𝑁.  𝜏 , 𝜏  گشتاور اعمالی 

های بسیار نازکی تشکیل شده است  لذا فی یکی ربات مورد مطالعه، فرض شده است که ربات از لینک صوصیاتخدر مورد 
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 1/ شماره 4/ دوره 2441مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 هایپذیری در لینکسازی انعطافهای ماتریس ممان اینرسی جرمی بر واحد طول با مقادیر صفر پر شده است  برای مدلدرایه

 اندبارتعکنیم  این دو شکل مود گیردار استفاده می-ا شرای  مرزی گیرداراین ربات، از دو شکل مود اول مربوط به تیر الاستیک ب

 از:

(33) 𝑦𝑖 =  𝑖𝑛 (4.73 
𝜂

𝑙𝑖
) −  .0 7  𝑜 (4.73 

𝜂

𝑙𝑖
) −  𝑖𝑛ℎ (4.73 

𝜂

𝑙𝑖
) +  .0 7  𝑜 ℎ (4.73 

𝜂

𝑙𝑖
) 

(38) 𝑦𝑖 =  .000777  𝑖𝑛 (7.853
𝜂

𝑙𝑖
) −  𝑜 (7.853

𝜂

𝑙𝑖
) −  .000777  𝑖𝑛ℎ (7.853

𝜂

𝑙𝑖
) +  𝑜 ℎ (7.853

𝜂

𝑙𝑖
) 

𝜏( عبارت است از: 31مطاب  روش ارائه شده در این مقاله، اولین ریشه معادله مشخصه )رابطه  =  − =   با 9322 09 0.5

𝜆، بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه Wجایگذاری این مقدار در ماتریس = 𝑞𝑖گردد  در ادامه با استفاده از رابطه تعیین می   =

𝑦𝑖 + 𝑞𝑖
∗ ;  𝑖 =  ,⋯  گردند متغیرهای حالت در لحره شروع حرکت به شرح زیر تعیین می 6,

(39) 

𝑞 =    = −0.97837789879
   

 
 𝑞 =   = 0.09249506705    

𝑞4 =     = 0.00000002478
 

 
 𝑞3 =    = 0.0000000007  

𝑞6 =     = 0.00000000864
 

 
 𝑞5 =    = 0.00000000004    

𝑞8 =    = 0.00000000008
   

 
 𝑞7 =   = −0. 84990 3409    

𝑞 0 =     = 0.00000005469
 

 
 𝑞9 =    = 0.00000000036 

𝑞  =     = 0.00000000025
 

 
 𝑞  =    = 0.00000000000 

نشان داده شده  9و  8های در شکل بیبه ترتای مفاصل ای و سرعت زاویهسازی شامل موقعیت زاویهنتایج حاصل از شبیه

 است 

 

 
 ای مفاصل ربات دوپايهموقعیت زاو 7شکل 
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 1/ شماره 4/ دوره 2441و هوشمند/ سال مکانیک مواد پیشرفته 

 

 

 
 ای مفاصل دو پاسرعت زاويه 2شکل 

پس از طی پنج قدم  39توان نتیجه گرفت که ربات دوپای الاستیک با شرای  اولیه مندرج در رابطه می 8با توجه به شکل 

ه است( قابل مشاهده است  زمان رسم شد برحسبای مفاصل نی  )که در آن سرعت زاویه 9گردد  این موضوع در شکل واژگون می

در اولین گام، سیستم  داربیشگردد که تا پی  از برخورد پای در حال نوسان با سطح مشاهده می 9از طرفی با دقت در شکل 

ای در پایان گام نخست است که مودهای ارتعاشی در سیستم فاقد هرگونه پاسخ ارتعاشی است  تنها پس از اعمال نیروی ضربه

مطرح گردد که چرا در  سؤالتحت اذر آن پاسخ سیستم با رفتار ارتعاشی همراه است  در اینجا ممکن است این  تحریک شده و

 باید دیگر مختصات سؤالنیست  برای پاسخ به این  مشاهدهقابل 9، رفتار ارتعاشی سیستم پس از گام نخست همانند شکل 8شکل 

و  01های در شکل بیبه ترتمشت  آن  به همراهته رسم گردد  این کمیت یافیافته سیستم یعنی مختصات مودال تعمیمتعمیم

فی چون شود  از طرهای صلب این کمیت اصتً تعریف نمیاست برای یک سیستم رباتیک با لینک به ذکراند  لازم رسم شده 00

(، لذا 38و  33شده بود )رواب   دهنده ربات از دو شکل مود استفادههای تشکیلپذیری در لینکسازی خاصیت انعطافدر مدل

,   یافته )برای لینک اول پاسخ ارتعاشی هر لینک از دو مختصات مودال تعمیم ,   و برای لینک دوم       ( برخوردار است    

از  ترب رگته یافگردد، برای هر یک از دو لینک، دامنه اولین مختصات مودال تعمیممشاهده می 01که در شکل  گونههمان

<   مقدار متناظر آن برای دومین مود است ) <   و      یافته که نتایج آن در (  این موضوع برای سرعت مودال تعمیم   

<    ارائه شده است، نی  صادق است ) 00شکل  <    و       بالاتر در پاسخ توان نتیجه گرفت که سهم مودهای (  لذا می    

 ارتعاشی سیستم کمتر است 
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 1/ شماره 4/ دوره 2441مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

 
 يافتهمختصات مودال تعمیم 24شکل 

 

 
 يافتهسرعت مودال تعمیم 22شکل 

گردد، مختصات مودال مشاهده می 01که در شکل  گونههمانپردازیم  اکنون به سؤال مطرح شده در پاراگراف قبل می

 

      

 

      

 
   
 
  

  
 

. .

      

. .
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 1/ شماره 4/ دوره 2441و هوشمند/ سال مکانیک مواد پیشرفته 

 

است  لذا با توجه به دامنه بسیار  00 یافته از مرتبه در حالی است که سرعت مودال تعمیماست؛ این  4−0 یافته از مرتبه تعمیم

( 8ای مفاصل )شکل یافته، عدم مشاهده نوسانات ارتعاشی در نمودار مربوط به موقعیت زاویههای مودال تعمیمکوچک مختصات

راحتی اذر نوسانات ناشی از توان بهیافته، میی مودال تعمیمهاسرعت ترب رگدامنه  لیبه دل آنکهحالنماید  پذیر میتوجیه

 ( 9ای مفاصل مشاهده نمود )شکل ها را در سرعت زاویهپذیری لینکانعطاف

داری ویت( بر روی پای-دهنده ربات )مدول الاستیک و ضریب کلوینهای تشکیلدر ادامه اذر مربوط به خصوصیات ذاتی لینک

 گیرد می سیستم مورد مطالعه قرار

 ويت بر روی پاسخ سیستم-اثر ضريب کلوين 2-2

همچون اذر درگ هوا و یا حرکت صفحات  یلیدلاآید، دامنه ارتعاشات آن به یک لینک الاستیک به ارتعاش درمی که یزمان

سازی انرژی مشاهده گردید، از تابع استهتک ریلی جهت مدل 5که در بخ   گونههمانیابد  کریستالی بر روی هم کاه  می

وجود دارد که با اف ای  آن  0ویت-عنوان ضریب کلوین(  در این تابع پارامتری تحت 00اتتفی در سیستم استفاده شد )رابطه 

آن  دنبال بهیابد  اکنون های الاستیک با سرعت بیشتری کاه  میدامنه ارتعاشات لینک جهیدرنتشدت اتتف انرژی اف ای ، و 

ای ای و سرعت زاویهرامتر را بر روی پایداری پاسخ سیستم مطالعه نماییم  برای این منرور، موقعیت زاویههستیم تا اذر این پا

𝐾𝑣ویت )-مفصل اول برای دو مقدار متفاوت ضریب کلوین = 𝐾𝑣و  00  = است  به ذکرارائه شده است )لازم  02( در شکل 800

 شده است(  نررصرفتایج مربوط به لینک دوم شدن مقاله، از ارائه ن برای اجتناب از طولانی

 

 
 ويت-ای مفصل اول برای دو مقدار متفاوت ضريب کلوينای و سرعت زاويهموقعیت زاويه 21شکل 

ای که با یابد  بگونهویت، پایداری سیستم اف ای  می-گردد، با اف ای  ضریب کلوینکه در این شکل مشاهده می گونههمان

𝐾𝑣ضریب  = = گردد )ربات پس از طی پنج قدم واژگون می 00  𝐾𝑣(؛ این در حالی است که با ضریب  2.3 = ، واژگونی 800

= افتد )پس از طی نه قدم اتفاق می یافته و نی  سرعت (  برای توجیه چرایی این موضوع، تغییرات مختصات مودال تعمیم 4.7

                                                           
1 Kelvin-Voigt coefficient 
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 1/ شماره 4/ دوره 2441مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 ارائه شده است  05از لینک اول در شکل یافته مربوط به اولین شکل مود مودال تعمیم

 

 
 يافته اولین شکل مود از لینک اولمختصات مودال و سرعت مودال تعمیم 21شکل 

سرعت  هجیدرنتیافته و تغییرات شدیدی در مختصات مودال تعمیم به ناگهانبا توجه به این شکل، در پایان هر فاز انتقال، 

ها پس از طی هر قدم اف ای  یابد  گردد تا دامنه ارتعاشات ایجاد شده در لینکین امر موجب میدهد  ایافته رخ میمودال تعمیم

، هر چه ضریب وجودنیبااگردد  زده و موجب واژگونی ربات می به همکه سرانجام این ارتعاشات تقارن سیستم را  یاگونهبه

که ربات  یاگونهبهیابد  لذا پایداری سیستم اف ای  یافته،   میکاه ترعیسرباشد، دامنه ارتعاشات سیستم  ترب رگویت -کلوین

واند تای میگردد که عامل دمپینگ سازهپیماید  از بحث بالا این نتیجه حاصل میهای بیشتری را میتا قبل از واژگونی قدم

ها بکار گرفته شده در ساختار لینک 0اکچویتوری گونهچیهبدون آنکه  گریدعبارتبهکننده غیرفعال عمل کند  همچون یک کنترل

 توان از اف ای  دامنه ارتعاشات سیستم جلوگیری نمود ها میباشد، تنها با انتخاب مناسب جنس لینک

 اثر مدول الاستیسیته بر روی پاسخ سیستم 1-2

ای موقعیت زاویه 03کل پردازیم  شدر این قسمت به بررسی اذر مدول الاستیسیته بر روی پایداری سیستم مورد مطالعه می

𝐸ای را برای دو مقدار متفاوت مدول یانگ )و سرعت زاویه = 2 × 𝐸و  09  = 2 × دهد  انترار نویسندگان آن ( نشان می  0 

ابد، انترار یها اف ای  میبود که با اف ای  ضریب مدول الاستیسیته، پایداری سیستم اف ای  یابد  چرا که هرچه سختی لینک

 03که در شکل  گونههمانها صلب هستند، از خود نشان دهد  اما ا سیستم رفتاری شبیه به حالتی که در آن لینکرود تمی

𝐸گردد، زمانی که مدول الاستیسیته مشاهده می = 2 × با  کهیدرحالدارد  صورت پایدار بر میاست، ربات هفت قدم به 09 

𝐸اف ای  مدول الاستیسیته به  = 2 × پیماید  اگرچه در اینجا برای اجتناب از پیچیده صورت پایدار میتنها پنج گام بهربات    0 

تلف سازی برای مقادیر مخها، نتایج برای تنها دو مقدار متفاوت از مدول الاستیسیته ارائه شده است، اما با انجام شبیهشدن شکل

                                                           
1 actuator 
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 1/ شماره 4/ دوره 2441و هوشمند/ سال مکانیک مواد پیشرفته 

 

 یابد تیسیته پایداری سیستم کاه  میمدول الاستیسیته، این نتیجه کلی حاصل شد که با اف ای  مدول الاس

 

 
 ای مفصل دوم برای دو مقدار متفاوت مدول يانگای و سرعت زاويهموقعیت زاويه 24شکل 

یافته از لینک دوم در یافته و نی  اولین سرعت مودال تعمیمچرایی این موضوع، اولین مختصات مودال تعمیم توجیهبرای 

ه است(  شد نررصرفجا نی  برای اجتناب از طولانی شدن مقاله از ارائه نتایج مربوط به لینک اول رسم شده است )در این 03شکل 

 ای ، فرکانس ارتعاشات اف جهیدرنتگردد، با اف ای  مدول الاستیسیته، سختی سیستم و که در این شکل مشاهده می گونههمان

یابد  یافته با اف ای  سختی سیستم، اف ای  میهای مودال تعمیمسرعت مختصات حالنیباایابد  ولی دامنه ارتعاشات کاه  می

ای مفاصل نی  دستخوش تغییرات شدیدی گردد  برای سیستم رباتیکی مورد مطالعه که گردد تا سرعت زاویهاین امر موجب می

ت مهم در بر هم زدن وضعی نسبت به تغییر در شرای  اولیه در شروع هر قدم حساس است، این تغییرات یک عامل بسیار شدتبه

 انجامد به واژگونی ربات می تیدرنهاهمین امر  درواقعگردد  تعادلی آن محسوب می

𝐸در پایان پیکربندی ربات برای حالتی که مدول الاستیسیته  = 2 × که پیشتر نی   گونههماناست، رسم شده است     0 

مفاصل  ایاز مرتبه موقعیت زاویه ترکوچکهای کوچک( بسیار تغییر فرمیافته )های مودال تعمیمخاطرنشان شد، مرتبه مختصات

های سازی عددی رسم گردد، تغییرفرماز شبیه آمدهدستبههای ب رگ( است  لذا اگر پیکربندی ربات با مقادیر واقعی )حرکت

  اندیافته بیست برابر شدهدال تعمیمهای مومقادیر مختصات 01دلیل در رسم شکل  نیبه همالاستیک در آن مشاهده نخواهد شد  

از  گردد  البته در قدم اول، تا پی های ربات مشاهده میهای الاستیک در لینکراحتی تغییر فرمصورت گرفته، به ینمائب رگبا 

های ینکدر لتغییر فرم الاستیکی  گونهچیهعدم تحریک مودهای ارتعاشی،  لیبه دل، داربیشبرخورد پای در حال نوسان با سطح 

 ای، و متعاقباً اعمال نیروی ضربهداربیشهای بعدی، در اذر برخورد پای در حال نوسان با سطح شود  اما در گامربات دیده نمی
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 1/ شماره 4/ دوره 2441مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

دهنده لهای تشکیهای الاستیک ایجاد شده در لینکبه این پا، سیستم دستخوش ارتعاش شده که نتیجه آن توس  تغییر فرم

های بیشتری گردد که هر چه ربات گاماین نتیجه حاصل می 01ل مشاهده است  از طرفی با توجه به شکل راحتی قابسیستم به

های قبل است؛ تا آنجا که در قدم ششم یابد  دلیل این امر تجمیع ارتعاشات از قدمها اف ای  میرا بپیماید، دامنه این تغییر فرم

 گردد واژگون میسیستم پایداری خود را از دست داده و سرانجام 

 

 
 يافته اولین شکل مود از لینک دوممختصات مودال و سرعت مودال تعمیم 22شکل 

𝐸در پایان پیکربندی ربات برای حالتی که مدول الاستیسیته  = 2 × که پیشتر نی   گونههماناست، رسم شده است     0 

مفاصل  ایاز مرتبه موقعیت زاویه ترکوچکهای کوچک( بسیار فرمیافته )تغییر های مودال تعمیمخاطرنشان شد، مرتبه مختصات

های سازی عددی رسم گردد، تغییرفرماز شبیه آمدهدستبههای ب رگ( است  لذا اگر پیکربندی ربات با مقادیر واقعی )حرکت

  اندیافته بیست برابر شدهمیمهای مودال تعمقادیر مختصات 01دلیل در رسم شکل  نیبه همالاستیک در آن مشاهده نخواهد شد  

از  گردد  البته در قدم اول، تا پی های ربات مشاهده میهای الاستیک در لینکراحتی تغییر فرمصورت گرفته، به ینمائب رگبا 

های کتغییر فرم الاستیکی در لین گونهچیهعدم تحریک مودهای ارتعاشی،  لیبه دل، داربیشبرخورد پای در حال نوسان با سطح 

 ای، و متعاقباً اعمال نیروی ضربهداربیشهای بعدی، در اذر برخورد پای در حال نوسان با سطح شود  اما در گامربات دیده نمی

دهنده لهای تشکیهای الاستیک ایجاد شده در لینکبه این پا، سیستم دستخوش ارتعاش شده که نتیجه آن توس  تغییر فرم

های بیشتری گردد که هر چه ربات گاماین نتیجه حاصل می 01ده است  از طرفی با توجه به شکل راحتی قابل مشاهسیستم به

های قبل است؛ تا آنجا که در قدم ششم یابد  دلیل این امر تجمیع ارتعاشات از قدمها اف ای  میرا بپیماید، دامنه این تغییر فرم

 گردد می سیستم پایداری خود را از دست داده و سرانجام واژگون
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0.5degبا زاويه شیب  داربیشپیکربندی ربات الاستیک در گذر از يک سطح  22شکل   

 گیرینتیجه -2

مورد مطالعه قرار  داربیشپذیر بر روی سطوح لینک انعطاف nهای دوپا متشکل ازدر این تحقی ، آنالی  حرکت خودران ربات

توان به معادلات دینامیکی به شدت غیرخطی سیستم مورد مطالعه در هر دو فاز های پیشروی این تحقی  میاز چال  گرفت 

طور ههای کوچک سیستم بهای ب رگ و تغییر فرمدر نرر گرفتن حرکت لیبه دلنوسان و انتقال، بالا بودن درجات آزادی سیستم 

ها اشاره مودهای فرضی نسبت به دیگر روش تر یدقاستفاده از روش  لیبه دلم سازی ارتعاشی سیست، و پیچیدگی مدلزمانهم

های در قالب روابطی با چارچوب بسیار محکم ریاضیاتی و نی  ارائه شکل مندنرامای کامتً تمامی این موارد به شیوه حالنیباانمود  

 گرافیکی پاسخ داده شدند  

دست آوردن شرای  اولیه مناسب جهت حرکت خودران روش سیستماتیک جهت بههدف این مقاله ارائه یک  نیترمهماما 

با استفاده از معادلات دینامیکی سیستم بود  در این راستا، ابتدا معادلات حاکم  داربیشپذیر بر روی سطوح ربات دوپای انعطاف

ای هها و سرعتتباط میان مختصاتبر دینامیک سیستم در فاز نوسان حول نقطه تعادل خطی سازی شد  سپس با یافتن ار

مقادیر متناظر آن در قدم قدیم، به یک مسئله مقدار ویژه رسیدیم که حل آن، شرای  اولیه  برحسبیافته در قدم جدید تعمیم

های صورت گرفته برای رباتی با دو لینک سازیدهد  شبیهرا نتیجه می ریپذانعطافهای مناسب جهت حرکت خودران ربات

ورت صتواند چند گام را با حفظ تعادل به، سیستم میآمدهدستبهپذیر نشان داد که با رها کردن ربات از شرای  اولیه انعطاف

های دوپا خودران مورد مطالعه قرار های ویسکوالاستیک در پایداری حرکت رباتخودران طی کند  در ادامه تأذیر استفاده از لینک

گردد تا ، موجب میداربیشارتعاشات پدید آمده در اذر برخورد پای در حال نوسان به سطح گرفت  در آنجا دیدیم که چگونه 

ریب اصل شد که اف ای  ضنسبت به ربات صلب پایداری کمتری داشته باشد  همچنین این نتیجه ارزشمند ح ریپذانعطافربات 

های توان با انتخاب لینکشود  لذا میپذیر موجب اف ای  پایداری حرکت ربات میهای انعطافدر لینکویت -کلوین

های خودران را اف ای  داد  از طرفی اف ای  ویسکوالاستیک با میرایی مناسب، ضمن داشتن حرکتی نرم، پایداری حرکت ربات

ت رعاف ای  س لیبه دلگردد؛ اما ها میهای ویسکوالاستیک، اگرچه موجب کاه  دامنه ارتعاشات لینکمدول الاستیسیته لینک

 شود ارتعاشات، موجب کاه  پایداری حرکت ربات می

 شدتبهماهیت  لیبه دللینک الاستیک استخراج گردید، ولی nاگرچه روش ارائه شده در این مقاله برای سیستمی متشکل از

ته کیل شده باشد، محق  گردید  الب، حرکت خودران تنها در حالتی که سیستم تنها از دو لینک تشموردمطالعهناپایدار سیستم 

این به این معنا نیست که استخراج معادلات برای حالت کلی فاقد ارزش است  چرا که روش ارائه شده در این مقاله جهت تعیین 

شرای  اولیه مناسب جهت حرکت خودران سیستم، دقیقاً منطب  بر رفتار طبیعی سیستم است که از معادلات دینامیکی 

های دو پایی متشکل از تعداد بیشتری تواند برای رباتاست  لذا اگر روش فوق با طراحی کنترلر همراه گردد، می دهآمدستبه
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آزاد را بر روی پایداری حرکت سیستم مورد -اذر دیگر شکل مودها همچون گیردار توانسازی گردید  میگیردار مدل-گیردار
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 پیوست )ت(:

( ظاهر B2( و )B1در معادلات ) بیبه ترتهمانند روابطی است که  jfو  jانرژی شتاب نسبت به  مشتقات ج ئی تابع

 از: اندعبارت Yو  Xیافته های تعمیمشده است  اما مشت  این تابع نسبت به شتاب
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( ظاهر B4( و )B3در معادلات ) بیبه ترتهمانند روابطی است که  jfو  jاز طرفی مشت  تابع استهتک ریلی نسبت به 

 از: اندعبارت Yو Xیافته های تعمیمشده است  اما مشت  این تابع نسبت به سرعت
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 پیوست )ث(:

 بیبه ترتاعداد جدید ظاهر شده در  ظاهر شده در ماتریس اینرسی و بردار سمت راست معادلات حرکت در فاز انتقال )
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 از: اندعبارتکه ذوابت ظاهر شده در رواب  فوق 
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