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The rotating disk in the free turbine of the turboshaft engine is one of the critical 

components of the engine, which is under to various mechanical and thermal loads. In 

this study, thermoelastic analysis has been performed on a rotating disk with variable 

thickness and made of functionally graded materials using the generalized quadratic 

differential method. First, by expanding the displacement differential equation and then 

by applying the thermal strain caused by the thermal gradient, the radial and 

circumferential stress-strain relations in the elastic state and from the combination of 

these equations, the stress relations in terms of strain are obtained. Finally, by placing 

the strain-displacement relationships in the stress-strain equations and placing the 

resulting equation in the disk equilibrium relationship, the thermo-elastic equation of 

this disk is obtained. This general equilibrium equation is related to a disk with variable 

thickness and properties that is under symmetrical thermal loading and centrifugal. 

Changes in the thickness, temperature and properties of the disk as a function of the 

radius have been investigated and the results have been compared. In this study, the 

validation was done with the variable material theory method and at the end, the stress, 

strain and displacement in the state of temperature-dependent properties was checked. 

The results show that the maximum error is 5% and this method can be effective in the 

analysis of rotating disks under mechanical and thermal loading in turbine engines. 

Extended Abstract 

 Introduction 

he application of rotating disk is in air turbine engines and compressors. considering the high efficiency 

and the need to increase the resistance of materials against thermal and mechanical, loads the thermoelastic 

analysis of rotating disks made of modern materials becomes necessary. The free turbine (power turbine) 

according to Figure 1 is the power generator in the turboshaft engine. Figure 2 also shows how to use the power 

produced by the free turbine in a helicopter. Considering the variable properties of anisotropic materials in the 

thermoelastic equation, it is necessary to use a suitable numerical method in the thermoelastic analysis of this disk. 

The rotating disk in the turboshaft engine is subjected to severe thermal gradients and severe mechanical loading, 

including centrifugal force. 

T 
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Kord Kheili and Naghd Abadi [4] presented a semi-analytical solution to obtain the stresses of a hollow rotating 

disk that was subjected to thermal loading. Cveticanin [9] has used homotopy perturbation method for nonlinear 

differential equations. Singh [10] calculated the stress and strain rate distribution for the anisotropic rotating disk 

and compared the result with the isotropic rotating disk. Jalali and Shahriari [12] investigated the elastic analysis 

of an FGM annular rotating disk using the finite difference method. Yousefi et al. [13] performed an exact 

analytical solution for the axial compressor spool drum of a gas turbine engine. Shahriari and Sadeghi Nezhad 

[14] presented an exact analytical solution for the thermoelastic analysis of an FGM rotating drum in both 

homogeneous states and under internal and external loadings. Shahriari and Safari [15] analyzed the FGM rotating 

disk in an aircraft gas turbine engine that is subjected to mechanical and thermal loads with four variable material 

properties (VMP), Galerkin and Rangkota methods with two different laws. Shahriari and Sedighi [17] analyzed 

the disk with non-linear variable thickness in gas turbine engine by hypergeometric method. 

The purpose of this study is to analyze the stress of the rotating disk using the differential quadratic method. 

The governing equations of the disk are extracted and solved using the mentioned method in order to calculate the 

stresses caused by the loading of the rotating disks. 

 
Figure 1. Schematic of a turbofan engine and free turbine position [1] 

 

 
Figure 2. The power of the free turbine that generates the power of the main rotor shaft of the helicopter [2] 

 Thermoelasticity equation of rotating disk 

The equilibrium equation for the element of figure 3 of the disk in the radial direction is written as equation 1: 

 
Figure 3. Stresses on the element from the disk along with the disk thickness profile 

 

(1) 𝑑𝜎𝑟𝑟𝑑𝜃 + 𝜎𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 + 𝜎𝑟𝑟𝑑
2𝜃 + 𝜌𝑟2𝜔2ℎ𝑑𝑟𝑑𝜃 − 𝜎𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃 = 0 

where h is the thickness and ω is the angular velocity of the disk. Stress relations in terms of strain are obtained 

from equation 2: 
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(2) σr =
E

(1 − 𝑣2)
(εr + 𝑣εθ − (1 + 𝑣)α∆T) 

(3) σθ =
E

(1 − 𝑣2)
(𝜀𝜃 + 𝑣εr − (1 + 𝑣)α∆T) 

E is the modulus of elasticity, ν is Poisson's ratio, and α is the coefficient of thermal expansion. By inserting 

equation 2 and 3 in the equilibrium equation, equation 4 is obtained. This is the general equation of equilibrium of 

a disk, with variable thickness and properties, which is symmetrical under centrifugal and thermal loading. 

(4) 𝑟ℎ𝐸 
𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+ (𝑟ℎ

𝑑𝐸

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐸

𝑑ℎ

𝑑𝑟
+ ℎ𝐸)

𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ (𝑣𝐸

𝑑ℎ

𝑑𝑟
+ 𝑣ℎ

𝑑𝐸

𝑑𝑟
−

1

𝑟
𝐸ℎ)𝑢 + (1 − 𝑣2)ℎ𝜌𝜔2𝑟2 −  𝑟(1 + 𝑣)

𝑑(ℎ𝐸𝛼∆𝑇)

𝑑𝑟
= 0 

The value of each property at the beginning and end changes with the temperature in the form of equation 5, 

and the value of that property at any radius of the disk is obtained by equation 6. 

(5) 𝑃𝑜(𝑜𝑟 𝑃𝑖) = 𝑃0(𝑃−1𝑇
−1 + 1 + 𝑃1𝑇 + 𝑃2𝑇

2 + 𝑃3𝑇
3) 

(6) 𝑃(𝑟) = (𝑃𝑜 − 𝑃𝑖) (
𝑟 − 𝑟𝑖
𝑟𝑜 − 𝑟𝑖

)
𝑛

+ 𝑃𝑖; 𝑟𝑖 < 𝑟 < 𝑟𝑜 

where ri is the inner radius and ro is the outer radius of the disk. The thickness of the profile used in this problem 

is parabolic according to Figure 4 and is a function of the radius with constant coefficients, which is expressed as 

equation 7. 

 
Figure 4. Cutaway view of thickness profile schematic 

 

(7) ℎ(𝑟) = ℎ0 (1 − 𝑞 (
𝑟

𝑟0
)
𝑚1

) 

h0 is the thickness in the axis of the disk. q is a number between zero and one, but it can also be zero. When q 

becomes zero, the thickness profile becomes uniform. m1 is a number that is always positive if it becomes equal 

to one and q is opposite to zero. 

The temperature distribution of T(r) is defined by equation 8 in the radial direction. 

(8) 

𝑇(𝑟) = 𝐴 𝑙𝑛 (
𝑟

𝑟0
) + 𝑇0 

𝐴 =
𝑇𝑖 − 𝑇0

𝑙𝑛
𝑟𝑖
𝑟0

 

The criterion used to obtain the equivalent stress is the von-Mises criterion. 

 Solution method  

Solving some differential equations is difficult or impossible, so the desired equations can be converted into 

solvable equations using numerical methods; One of these numerical methods is the differential quadratic (DQ) 

method. In this method, the derivative of the function is defined as equation 9: 

(9)  𝑓𝑥
(𝑛)(𝑥𝑖) = ∑𝐶𝑖𝑗

(𝑛)

𝑁

𝑗=1

𝑓(𝑥𝑗)    , 𝑛 = 1,… , 𝑁 − 1 

The first step in this method is determining the coordinates of the nodes, which is obtained from the following 

equations: 
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A) Points with equal distances: 

(10) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑥 𝑋i =
i − 1

N − 1
a 

(11) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑦 𝑌i =
i − 1

N − 1
b   

B) Points with unequal distances: 

(12) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑥 𝑋i =
𝑎

2
{1 − cos (

i − 1

Nx − 1
)π} 

(13) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑦 𝑌i =
𝑏

2
{1 − cos (

i − 1

Ny − 1
)π} 

In the above expressions, a and b are respectively the length of the desired interval in the directions x and y, 

and Nx and Ny expressing the number of nodes in the said directions. 

The second step is to determine the weight coefficients used in this method from the following equations: 

𝐴𝑖𝑗
(1)

=
𝑀(𝑋𝑖)

(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)𝑀(𝑋𝑗)
 

𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑁𝑥     𝑗 ≠ 𝑖 
(14) 

𝐵𝑖𝑗
(1)

=
𝑃(𝑋𝑖)

(𝑌𝑖 − 𝑌𝑗)𝑃(𝑌𝑗)
 

𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑁𝑦    𝑗 ≠ 𝑖 
(15) 

𝑀(𝑋𝑖) = ∏(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)

𝑁𝑥

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 (16) 

𝑃(𝑌𝑖) = ∏(𝑌𝑖 − 𝑌𝑗)

𝑁𝑦

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 
(17) 

Considering equation 4 and simplifying the coefficients, the disk equation is obtained in the form of equation 

18. This equation is solved by differential quadratic method. 

(18) 𝐴𝑢" + 𝐵𝑢′ + 𝐶𝑢 + 𝐷 = 0 

 Thermoelastic analysis of a specific rotating FGM disk and Verification of results 

In this part, a specific FGM disk with geometrical specifications and mechanical properties according to Table 

1 is analyzed. Mechanical properties are placed in a temperature-dependent state. The specifications of Table 1 

are related to titanium and zirconium materials. 

The diagram of changes in displacement, radial and circumferential stress, radial and circumferential strain 

according to the radius of the disk, was obtained by the GDQM method and validated with [15] reference diagrams. 

 
 

(a) (b) 
Figure 5. Displacement diagram of specific rotating FGM disk by (a) GDQM method (b) Other methods 

 

Table 1. Temperature-dependent mechanical characteristics of a specific rotating FGM disk [15] 
Mechanical specifications  value 
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Modulus of elasticity (Pa) 

 outer surface inner surface 

P0 244.27 × 109 122.56 × 109 

P-1 0 0 

P1 −1.37 × 10-3 −4.59 × 10-4 

P2 1.214 × 10-6 0 

P3 −3.68 × 10-10 0 

Poisson's ratio  0.3 0.3 

Density (
𝑘𝑔

𝑚3
) 

 
3000 4429 

Temperature (°K) 
 

473 
373 

Angular velocity (
𝑟𝑎𝑑

s
)  5670 5670 

Coefficient of thermal 

expansion (
1

C
) 

P0 12.766 × 10-6 7.578 × 10-6 

P-1 0 0 

P1 −1.49 × 10-3 6.638 × 10-4 

P2 1.006 × 10-5 −3.15 × 10-6 

P3 −6.78 × 10-11 0 

FGM index  5 

Boundary conditions (Pa) 
 σr = −1343930     ;  r = ri 

σr = 6348111      ;   r = ro 

 

  
(a) (b) 

Figure 6. Radial stress diagram of specific rotating FGM disk by (a) GDQM method (b) Other methods 

 

 
 

(a) (b) 

Figure 7. Circumferential stress diagram of specific rotating FGM disk by (a) GDQM method (b) Other methods 

 

  
(a) (b) 

Figure 8. Radial strain diagram of a specific rotating FGM disk by (a) GDQM method (b) Other methods 
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(a) (b) 

Figure 9. Circumferential strain diagram of a specific rotating FGM disk by (a) GDQM method (b) Other methods 

 Conclusion 

In this study, the thermoelastic analysis of rotating FGM disk in turboshaft engine was done by differential 

quadratic method. The loading on the disk includes the centrifugal load caused by the rotation of the disk with a 

certain angular velocity, the extensive tensile load on the external environment of the disk due to the centrifugal 

force of the blades, and the extensive compressive load applied by the disk on the shaft. Also, the thermal load 

caused by the thermal gradient is also on the disk. In this study, the differential quadratic method was used for the 

FGM rotating disk in the air gas turbine engine in the temperature-dependent internal and external loading mode. 

The results of the GDQM method were very close to the other methods and the maximum error in the diagrams 

was 4% or 5%, which is an acceptable result. Also, the results of GDQM and VMP methods were very close. 
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 چکیده  واژگان کلیدی

 ،موتور توربوشفت

 ،آزاد نیتورب

 ،FGMدوار  سکید

 ،کیترموالاست لیتحل

مررربررعررات  روش

 .یلیفرانسید

و  یکیمکان یموتور است که تحت بارها یبحران یاز اجزا یکیآزاد موتور توربوشفت  نیدوار در تورب سکید 

و از  ریدوار با ضخامت متغ سکید کی یبر رو کیترموالاست لیتحل ق،یتحق نیمختلف قرار دارد. در ا یحرارت

شده است. ابتدا با گسترش  انجام افتهیمیتعم یلیفرانسیبا استفاده از روش مربعات د یمواد مدرج عملکرد

کرنش -روابط تنش ،یحرارت انیاز گراد یناش یو سپس با اعمال کرنش حرارت ییجابجا لیفرانسیمعادله د

. ندیآیکرنش به دست م برحسبمعادلات روابط تنش  نیا بیو از ترک کیدر حالت الاست یطیو مح یشعاع

معادله حاصله در رابطه  یگذاریکرنش و جا-در معادلات تنش ییجاجابه-روابط کرنش یگذاریبا جا تیدرنها

 سکید کیتعادل مربوط به  یمعادله کل نی. ادیآ یم به دست سکید نیا کیمعادله ترموالاست سک،یتعادل د

در ضخامت، دما  راتییاز مرکز قرار دارد. تغ زیمتقارن و گر یاست که تحت بار حرارت ریبا ضخامت و خواص متغ

 با یمطالعه اعتبارسنج نیشده است. در ا سهیمقا جیشده و نتا یاز شعاع بررس یتابع عنوانبه سکیو خواص د

 یخواص وابسته به دما، بررس در حالت ییجاجابهانجام شده و در انتها، تنش و کرنش و  ریمواد متغ یروش تئور

دوار  یهاسکید لیتحلدر  تواندیروش م نیدرصد است و ا 5خطا  نیشتریب دهندینشان م جیشده است. نتا

 موثر باشد. نیتورب یدر موتورها یو حرارت یکیمکان یتحت بارگذار

 24/10/1402تاریخ دریافت: 

 14/12/1402تاریخ بازنگری: 

 28/12/1402 تاریخ پذیرش:

 مقدمه -1

 یهانیتورب ،ینیگاز زم یهانیتورب ،ییهوا ینیتورب یهمچون موتورها یبه موارد توانیدوار م سکید یکاربردها انیاز م

مقاومت  شیبه افزا ازیصنعت و لزوم استفاده از مواد با راندمان بالا و ن شرفتیها و کمپرسورها اشاره نمود. با توجه به پبخار، پمپ

. توربوشفت ابدییاز مواد مدرن ضرورت م شدهساختهدوار  یهاسکید کیترموالاست لیتحل ،یکیو مکان یارتحر یمواد در برابر بارها

 دی. در موتور توربوشفت، هدف تولشودیاستفاده در روتورها استفاده م یتوان برا دیاست که جهت تول گاز نیتوربموتور  ینوع

ها، هواناو تانک ها،یکشت ها،قیسبک است. موتور توربوشفت در بالگردها، قا وزنبالا، اندازه کوچک و  یریپذنانیاطم اد،یقدرت ز

کاربرد در  یمولدها را برا نیو متان ا زلیوخت دس ،یعیگاز طب رینوع سوخت نظ نیثابت کاربرد دارد. استفاده از چند زاتیو تجه

اند، اما معروف شده مایبه علت استفاده در هواپ شتریموتورها ب نی. هر چند اسازدیمناسب م هایو کشت یو ساحل ینفت یسکوها

بیشترین تنوع در ترکیب را دارا بوده و در حال توسعه هستند.  هاروگاهیثابت مثل ن یو کاربردها ،ییایدر ،ینیزم ونقلحملدر 

mailto:shahriari@mut-es.ac.ir
mailto:shahriari@mut-es.ac.ir
mailto:mahdisharifi13780@gmail.com
mailto:abdollah.gudarzi@gmail.com
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 یدینحوه استفاده از توان تول 2شکل نیمولد توان در موتور توربوشفت است. همچن 1قدرت( مطابق شکل نیتورب ایآزاد ) نیتورب

به شفت  ربکسیشده و توسط گ منتقل نیبه شفت متصل به تورب نیتوان تورب دهد؛یبالگرد نشان م کیآزاد را در  نیتوسط تورب

آزاد با توجه  نیتورب سکیها ساخته شده است. استحکام دو پره سکیآزاد از دو بخش د نی. توربابدییم بالگرد انتقال یروتور اصل

 است. تیاهم یدارا یو حرارت یکیمکان یبه حضور انواع بارها

 
  [1]شماتیک یک موتور توربوفن و موقعیت توربین آزاد  1شکل 

 
  [2]توربین قدرت آزاد مولد توان شفت روتور اصلی بالگرد  2شکل 

ی در تحلیل ددروش مناسب ع یریکارگبهلزوم  ،لاستیکامواد ناهمسانگرد در معادله ترمو با توجه به خواص متغیر

اهداف طراحی سازه و تولید مواد، کاهش وزن، کاهش هزینه، افزایش استحکام  نیترمهمضروری است.  این دیسک لاستیکترموا

توان به صورت تقریبی باشد. با در نظر گرفتن مواد تابعی برای هر سازه میهای وارده بر آن میو پاسخگویی مناسب در برابر تنش

استحکام آن در شرایط مختلف بارگذاری آگاه  ای باید نسبت به پاسخگوییهای فوق رسید. برای طراحی هر سازهبه همه مزیت

های مختلف قرار گیرد. دیسک ای از جمله تحلیل تنش و کرنش در بارگذاریهای مختلف سازهشد لذا مساله باید تحت تحلیل

د. طراحی دوار در موتور توربوشفت تحت گرادیان شدید حرارتی و بارگذاری سخت مکانیکی از جمله بارهای گریز از مرکز قرار دار

ای بالا گردد. در این تحقیق از دو جنس تواند منجر به ایجاد یک دیسک با عملکرد سازهمی تابعیاین دیسک با استفاده از مواد 

 استفاده شده است. FGM 1تیتانیوم و زیرکونیوم جهت ساخت دیسک 

از خواص مواد تنها مدول  هاآنخزش اولیه و ثانویه را برای دیسک دوار غیر همگن بررسی کردند.  [3]جاهد و بیدآبادی 

های مشتق پارامترهای متغیر در الاستیسیته را تابعی از شعاع در نظر گرفته و بقیه را ثابت فرض کردند. همچنین آنها از ترم

 یدوار توخال سکید یهابه دست آوردن تنش یبرا یلیتحل مهیراه حل ن [4]ی و نقدآباد یلیکردخمعادلات صرف نظر کردند. 

از مواد هدفمند  شدهساخته ریکمانش ت یبه بررس [5] و همکاران ایفرهات ن دادند. ارائهقرار داشت را  یحرارت یکه تحت بارگذار

(FGMدر شرا )یلیفرانسیفاده از روش مربعات دمختف با است یمرز طی(GDQM)2 مربعات  روش  اسیپرداختند. آنان با ق

   .افتندیدست  یقابل قبول جیاجزا محدود به نتاروش با  یلیفرانسید

شده از مواد هدفمند دوار ساخته یهاسکید کیترموالاست لیمختلف در تحل یهاروش یسهیبه مقا [6]و همکاران  یلیوک

                                                           
1 Functionally Graded Material 
2 Generalized differential quadrature method 
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 یمختلف مورد بررس یهابا استفاده از روش ریدوار هدفمند با ضخامت متغ سکید کی کیمقاله رفتار ترموالاست نیپرداختند. در ا

آمده  به دست سکیدما در د عیانتقال حرارت، توز لیفرانسید یبا گسترش معادله ستمنظور، نخ نیا یقرار گرفته است. برا

شده است. در  یبررس سکید کیرفتار ترموالاست ،ییجاجابه لیفرانسید یدما و با گسترش معادله عیسپس با درنظر گرفتن توز

آمده دستبه یکیترمومکان لیفرانسیاند. معادلات داز شعاع فرض شده یتوان یصورت تابعبه یکیزیمعادلات خواص ف نیگسترش ا

حاصل از روش  جیآمده با نتادستبه یهاپاسخ نیو همچن شده حل یلیفرانسیو روش مربعات د یلیتحلشبه ،یلیتحل یهابا روش

مذکور  لاتمعاد یلیچهار روش از آن جهت صورت گرفته است که حل تحل نیا یسهیاند. مقاشده سهیالمان محدود مقا لیتحل

انجام  یخصوص براو زمان حل مناسب به یدقت کاف مناسب با یروش نییتع رونیازاو  رسدیم به نظر دیحالات بع یدر تمام

 لیتحل یبرا یلیتحلتر بودن روش حل شبهحاصل نشان از مناسب جیدارد. نتا یاژهیو تیاهم یسازنهیهمچون به یاهداف

 دوار دارد. یهاسکید کیترموالاست

رفتار  یبا بررس هاآنمشخص پرداختند.  یمرز طیتحت شرا ریدوار ضخامت متغ سکید لیبه تحل [7] و همکاران یصادق

و  یتراب محاسبه نمودند. یدوار با تقارن محور سکید کیرا در  یشعاع یهاییو جابجا یطیو مح یشعاع یهاتنش ها،سکید

 لیدما و تحل عیمعادلات حاکم بر توز ،یدو بعد تهیسیالاست یو تئور یبعد کیانتقال حرارت  نیبا استفاده از قوان [8]ی افشار

را استخراج کردند با توجه  یطول یدر راستا ریو خواص متغ ریدوار با ضخامت متغ سکید کیدر  یو حرارت یکیمکان یهاتنش

اده معادلات استف یحل تمام یبرا یتفاضلات مربع یتنش، از روش عدد لیموجود در معادلات حرارت و تحل یهایدگیچیبه پ

 راتییتغ یچگونگ ریتاث تیخواهد آمد. در نها به دست سکیدر د ییتنش و جابجا یهامؤلفهدما و  عیتوز قیطر نیخواهد شد؛ از ا

 .گرددیم یبررس سکیدر د ییتنش و جابجا ما،د عیتوز یبر رو یشعاع یضخامت و خواص ماده در راستا

 یهاراه حل از خالص استفاده کرده است. او  یخط ریغ لیفرانسیمعادلات د یبرا 1یاز روش اغتشاش هوموتوپ [9] نیکانیکوت

 دیرس جهینت نیبه ا انیاستفاده کرد. در پا یلیتحل-یبیبه دست آوردن راه حل تقر یبرا 2ژاکوبی یضویدر فرم تابع ب هیاول یبیتقر

نرخ تنش و  عیتوز [10] نگینشده است. س افتیهنوز  یاما دلائل نظر د،یآیمناسب به دست م اریکه روش کار در نمونه، بس

رفتار خزش  یرا برا یلیروش تحل نیهمچن ینمود. و سهیدوار ناهمسانگرد محاسبه کرد و با همسانگرد مقا سکید یکرنش را برا

 یو توپر دوار محور یتوخال یهاسکید یبرا تهیسیحل ترموالاست [11] دوار ناهمسانگرد ارائه داد. پان و هان سکید داریحالت پا

 .را ارائه کردند یاتنش صفحه طیشرادر 

 یرا مورد بررس FGM یحلقو از روش تفاضل محدود، تحلیل الاستیک یک دیسک دوار استفادهبا  [12] یو شهریار یجلال

 ،یتنش شعاع کرده وفرض  متغیر با شعاع توانیتابع  کیطبق  سکیو ضخامت د یچگال ته،یسیمدول الاست هاآن قرار دادند.

با استفاده از روش  مختلف یمرز طیبا شرا را ریبا ضخامت متغ FGMچرخان  یحلقو سکید یشکل شعاع رییو تغ یطیتنش مح

 کی یکمپرسور محور 3درام اسپول یبرارا  یقیدق یلیحل تحل [13]کاران یوسفی و هم. آوردندبه دست  یعدد ودتفاضل محد

 FGM یگریدرام از جنس همگن و د یکیدر دو حالت مختلف  هاییها و جابجاها، کرنشگاز جهت محاسبه تنش نیموتور تورب

در حالت  هاآن. دادندانجام  یو خارج یدر سطوح داخل یشعاع کنواختی یاز دوران و بارگذار یاز مرکز ناش زیگر یرویتحت ن

FGM  یبرا را هاییها و جابجاتنش در نظر گرفتند و ریمتغ را شعاع اسپول یدر راستا یو چگال انگیخواص ماده شامل مدول 

 بیضر با FGM استفاده از ماده دادند کهنشان  جی. نتانمودندمختلف محاسبه  رهمگنیغ بیبا ضرا FGMماده همگن و ماده 

اسپول  یهاها و تنشکرنش ها،ییو کاهش جابجا نانیاطم بیمنجر به بهبود قابل توجه ضر تواندیمناسب نسبت به همگن، م

 . شودشکست در سازه  یو حت نانیاطم بیباعث کاهش ضر تواندینامناسب م FGM  بیانتخاب ضر گرید یمدنظر گردد. از سو

در هر دو حالت همگن  FGMدرام دوار  کی کیترموالاست لیتحل یبرا قیدق یلیحل تحل کی [14]ادقی نژاد شهریاری و ص

فرض  ییصورت نمادرام به یشعاع یدر راستا یکیخواص مکان راتییتغ هاآن. دادندارائه  یو خارج یداخل یهایو تحت بارگذار

 ،یرعت دورانس یپارامترها رییتغداد نشان  هاآنتحلیل  جینتا در نظر گرفتنداز شعاع  یتابع دلخواهصورت بهو دمای درام را  کرده

 ایدر کاهش  یهمگن نقش مؤثر ریغ یهاضخامت درام و ثابت ،یو خارج یسطوح داخل یوارده بر رو یمقدار و نوع بارگذار

با  FGMضخامت و انتخاب ماده  ،یسرعت دوران ،یشعاع یدر مقدار بارگذار رییداشته و با تغ مدرا ییها و جابجاتنش شیافزا

                                                           
1 Homotopy perturbation method 
2 Jacobi elliptic function 
3 Spool drum 
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 کرد. یبالاتر طراح نانیاطم بیو ضر ترنییپا یهابا سطح تنش یدرام دتوانیماده همگن م یهمگن مناسب بجا ریغ بیضر

گاز هواپیما که تحت بارهای مکانیکی و حرارتی قرار دارد را در یک موتور توربین FGMدیسک دوار  [15]شهریاری و صفری 

 ،ییر جابجایدامق مورد تحلیل قرار دادند و با دو قانون متفاوت 3کوتاو رانگ 2گالرکین، (VMP) 1ریچهار روش خواص مواد متغبا 

 یبرا توانندیو م نزدیک بودههم  به آمده از هر چهار روشدستبه جینتانشان دادند که  هاآن. کردندمحاسبه  آن راتنش و کرنش 

 نوع استفاده شوند.  نیمسائل از ا لیتحل

با استفاده را  کیبستر الاست یرو یاز مواد مدرج تابع شدهساخته ریت کرویخمش م لیتحل [16]جعفری مهرآبادی و همکاران 

، معادلات حرکت پس از استخراج هاآن. دادند مورد مطالعه قرار یبرنول -لریاو ریمدل ت یریکارگبهکرنش با  انیگراد یاز تئور

 یاثر پارامترها سپس. نمودندساده استفاده  گاههیتک یمرز طیدر شرا افتهیمیتعم یمربع لیفرانسید یاز روش عدد هاآنحل  یبرا

مورد بحث و را  ریت زیخ بر کیبستر الاست بیو ضرا یماده مدرج تابع یتوان سیاند بیطول و ضر اسیمق بیضر لیمختلف از قب

 .دادندقرار  یبررس

 .کردند لیتحل کیپرژئومتریرا با روش ها یگاز نیدر موتور تورب یخط ریغ ریبا ضخامت متغ سکید [17]ی قیو صد یاریشهر

تحت  و ریبا ضخامت متغ یگاز نیدوار موتور تورب سکیدر د کیالاست یهاها و تنشکرنش قیدق یلیو تحل یمحاسبه عدد هاآن

 ارائه نمودند. حرارتی را انیگراد

استخراج  سکیاست. معادلات حاکم بر د یلیفرانسیدوار با استفاده از روش مربعات د سکیتنش د لیتحل ق،یتحق نیهدف ا

 .شودیدوار انجام م یهاسکید یاز بارگذار یناش یهانظور محاسبه تنششده و حل آن با استفاده از روش مذکور به م

 یدوار و شرط مرز سکیحاکم بر د تهیسیمعادله ترموالاست -2

 رییضخامت تغ یدر نظر گرفته شده است. تنش در راستا یاتیمساله فرض یسازبه منظور معادلات و درک درست از مدل

 ریمتغ سکیمشخص از شعاع د ی. دما با تابعکندیم رییاز شعاع تغ یاست و با تابع ریها متغاز محور تا پره سکیندارد. ضخامت د

 یثابت است. بار فشار یاهیبا سرعت زاو سکیاست. چرخش د یمتقارن محور سک،ید یخواص و بارگذار عیاست. هندسه، توز

. معادله شودیوارد م سکید یو خارج یبر سطح داخل یرت متقارن محوربه صو هاغهیاز مرکز وارده بر ت زیگر یرویاثر شافت و ن

  :شودینوشته م 1به صورت رابطه  یدر جهت شعاع سکیاز د 3 المان شکل یتعادل برا

 
 سکیضخامت د لیبه همراه پروف سکیاز د یوارده بر المان یهاتنش 3 شکل

 

 (1) ∑𝐹𝑟 = 0     𝑟𝜎𝑟𝑑𝜃 + 𝑑(𝜎𝑟𝑟𝑑𝜃) − 𝜎𝑟𝑟𝑑𝜃 + 𝜌𝑟2𝜔2ℎ𝑑𝑟𝑑𝜃 − 2𝜎𝜃𝑑𝑟
𝑑𝜃

2
= 0 

 :شودیصفر م z یتنش در راستا ترم یااست. با فرض تنش صفحه سکید یاهیسرعت زاو ωضخامت و  hکه در آن 

                                                           
1 Variable Material Properties method 
2 Galerkin method 
3 Runge-Kutta Method 
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(2) 𝜏𝑦𝑧 = 𝜏𝑥𝑧 = 𝜎𝑧 = 0 

 :دیآیم به دست 3 رابطه یساز، بعد از ساده1از معادله 

(3)  𝑑𝜎𝑟𝑟𝑑𝜃 + 𝜎𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 + 𝜎𝑟𝑟𝑑
2𝜃 + ρ𝑟2𝜔2ℎ𝑑𝑟𝑑𝜃 − 𝜎𝜃𝑑𝑟𝑑𝜃 = 0 

 شود:حاصل می 4ها بر سطح مقطع المان رابطه با تقسیم همه ترم اًو نهایت

(4) 
𝑑

𝑑𝑟
(ℎ𝑟𝜎𝑟) − ℎ𝜎𝜃 + ℎρ𝑟2𝜔2 = 0 

 شوند:جایی نیز به صورت زیر بیان میجابه-روابط کرنش
(5) 𝜀𝑟 =

𝑑𝑢

𝑑𝑟
  

(6) 𝜀𝜃 =
𝑢

𝑟
 

(7) 𝜀 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑇 

𝜌  چگالی دیسک و ترم𝜀𝑇  بیانگر کرنش حرارتی ناشی از گرادیان حرارتی و𝜀𝑒 ها کرنش الاستیک ناشی از سایر بارگذاری

 باشند:کرنش شعاعی و محیطی در حالت الاستیک از این قرار می-روابط تنشباشد. می

(8) εr − α∆T =
1

E
(σr − vσθ) 

(9) εθ − α∆T =
1

E
(σθ − vσr) 

E و  تهیسیمدول الاست𝜈  نسبت پواسون وα کرنش به برحسباست. از دو معادله فوق روابط تنش  یانبساط حرارت بیضر 

 :ندیآیم به دست ریصورت ز

(10) 𝜎𝑟 =
𝐸

(1 − 𝑣2)
(𝜀𝑟 + 𝑣𝜀𝜃 − (1 + 𝑣)𝛼∆𝑇) 

(11) σθ =
E

(1 − v2)
(εθ + vεr − (1 + v)α∆T) 

 سکیمعادله حاصله در رابطه تعادل د یگذاریکرنش و جا-در معادلات تنش ییجاجابه-روابط کرنش یگذاریبا جا تاینها

 یاز مرکز و حرارت زیاست که تحت بار گر ریضخامت و خواص متغ سکید کیتعادل  یمعادله کل نی. اشودیحاصل م 12معادله 

 متقارن است.

(12)  
𝑟ℎ𝐸 

𝑑2𝑢

𝑑𝑟2
+ (𝑟ℎ

𝑑𝐸

𝑑𝑟
+ 𝑟𝐸

𝑑ℎ

𝑑𝑟
+ ℎ𝐸)

𝑑𝑢

𝑑𝑟
+ (𝑣𝐸

𝑑ℎ

𝑑𝑟
+ 𝑣ℎ

𝑑𝐸

𝑑𝑟
−

1

𝑟
𝐸ℎ) 𝑢 + (1 − 𝑣2)ℎ𝜌𝜔2𝑟2

−  𝑟(1 + 𝑣)
𝑑(ℎ𝐸𝛼∆𝑇)

𝑑𝑟
= 0 

در ابتدا و انتها  تیوابسته باشد، مقدار هر خاص زیکه خواص به دما ن یمواد در حالت یمتاثر از دما یخط ریاستفاده از رابطه غ

 .دیآیم به دست 13توسط رابطه  سکیاز د یدر هر شعاع تیمقدار آن خاص یو از طرف کندیم رییبا دما تغ 14به صورت رابطه 

 .شعاع و دما وابسته است یعنی دو پارامترخواص به هر  بیترت نیبه ا

(13) 𝑃(𝑟) = (𝑃𝑜 − 𝑃𝑖) (
𝑟 − 𝑟𝑖
𝑟𝑜 − 𝑟𝑖

)
𝑛

+ 𝑃𝑖 ;  𝑟𝑖 < 𝑟 < 𝑟𝑜 

(14) 𝑃𝑜(𝑜𝑟 𝑃𝑖) = 𝑃0(𝑃−1𝑇
−1 + 1 + 𝑃1𝑇 + 𝑃2𝑇

2 + 𝑃3𝑇
3) 

(15  ) 
@ 𝑟 = 𝑟𝑖  ; 𝜎𝑟 = −𝑝𝑖𝑚       

@ 𝑟 = 𝑟0 ;  𝜎𝑟 = 𝑝𝑖𝑚 

 سکید یکه در سطح داخل شودیاستفاده م یشرط زمان نی. اباشندیم سکید یشعاع خارج or و یداخلشعاع  ir که در آن

 وارد شود. imp یتنش کشش سکید یرونیو در سطح ب -imp یتنش فشار
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از شعاع است که به صورت  یثابت تابع بیبوده و با ضرا یسهمو 4 مساله مطابق شکل نیضخامت استفاده شده در ا لیپروف

 .شودیم انیب 16معادله 

(16) ℎ(𝑟) = ℎ0 (1 − 𝑞 (
𝑟

𝑟0
)

𝑚1

) 
 

 
 نمای برش خورده از شماتیک پروفیل ضخامت  4شکل 

یک عدد بین صفر و یک  𝑞ضخامت در محور دیسک است.  ℎ0 کند. کهوار را دنبال میپروفیل دیسک مدنظر پروفیل سهمی

یک عدد همواره مثبت است که اگر برابر  𝑚1شود. پروفیل ضخامت یکنواخت می 𝑞تواند صفر نیز شود. با صفر شدن است ولی می

 مخالف صفر باشد. 𝑞یک شود و 

یک عدد بین صفر و یک باشد پروفیل دیسک به صورت مقعر و اگر  𝑚1یابد. اگر پروفیل ضخامت به صورت خطی افزایش می

 شود.یم تعریف یشعاع یدر راستا 17 با رابطه 𝑇(𝑟)  دمای همچنین توزیعکند. از یک به صورت محدب تغییر می تربزرگ

(17)  
𝑇(𝑟) = 𝐴 𝑙𝑛 (

𝑟

𝑟0
) + 𝑇0 

𝐴 =
𝑇𝑖 − 𝑇0

𝑙𝑛
𝑟𝑖
𝑟0

 

مواد  یبرا ینیبشیپ نیبهتر اریمع نیانتخاب ا لیاست. دل ززیم -فون اریبدست آوردن تنش معادل، مع یبرا کاررفتهبه اریمع

 است. چشیواپ یانرژ هیمختلف با توجه به استفاده از نظر

(18) 𝜎𝑒 = √𝜎𝑟
2 + 𝜎𝜃

2 − 𝜎𝑟𝜎𝜃 

 حلروش  -3

 حیکه در ادامه توض باشدیم افتهیمیتعم یلیفرانسیمربعات د ،سکیجهت محاسبه معادله حاکم بر د کاررفتهبه یروش عدد

و خواص مستقل از دما  سکید یو خارج یدر سطح داخل ی. حل مساله در حالت بارگذارشوندمی هیو روابط حاکم اراداده شد 

معادلات مورد نظر را با استفاده از  توانیم باشدیممکن م ریغ ایدشوار و  ،یاپاره لیفرانسیحل معادلات د . چونشودیانجام م

 نیاز ا یکی. شودیخطا در محاسبات م یمقدار جادینمود؛ که سبب ا لیقابل حل تبد یساده و به معادلات ،یعدد یهاروش

در  xنسبت به  f(x, r) وستهیام تابع پnروش، مشتق مرتبه  نیکه در ا باشدیم 1(DQ) یتفاضل عاتروش مرب ،یعدد هایروش

 فیتعر ریروش، مشتق تابع به صورت ز نی. در اشودیمنقاط نوشته  ۀتابع وزن در هم ریاز مقاد یبه صورت مجموع خط ixنقطه 

 :گرددیم

(19)  𝑓𝑥
(𝑛)(𝑥𝑖) = ∑𝐶𝑖𝑗

(𝑛)

𝑁

𝑗=1

𝑓(𝑥𝑗)    , 𝑛 = 1,… , 𝑁 − 1 

                                                           
1 Differential quadratic 
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 :شودیم جهینت ریبا انتخاب پنج گره به صورت ز x یدر راستا  f مشتقات مرتبه اول و دوم تابع یسیبه عنوان مثال شکل ماتر

 :x ی( مشتق مرتبه اول در راستاالف

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑓 1

𝑓 2

𝑓 3

𝑓 4

𝑓 5
]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 𝐴11

(1)
𝐴12

(1)
𝐴13

(1)
𝐴14

(1)
𝐴15

(1)

𝐴21
(1)

𝐴22
(1)

𝐴23
(1)

𝐴24
(1)

𝐴25
(1)

𝐴31
(1)

𝐴32
(1)

𝐴33
(1)

𝐴34
(1)

𝐴35
(1)

𝐴41
(1)

𝐴42
(1)

𝐴43
(1)

𝐴44
(1)

𝐴45
(1)

𝐴51
(1)

𝐴52
(1)

𝐴53
(1)

𝐴54
(1)

𝐴55
(1)

]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑓 1

𝑓 2

𝑓 3

𝑓 4

𝑓 5
]
 
 
 
 
 
 
 

 

 :x یب( مشتق مرتبه دوم در راستا

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑓 1

𝑓 2

𝑓 3

𝑓 4

𝑓 5
]
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 𝐴11

(2)
𝐴12

(2)
𝐴13

(2)
𝐴14

(2)
𝐴15

(2)

𝐴21
(2)

𝐴22
(2)

𝐴23
(2)

𝐴24
(2)

𝐴25
(2)

𝐴31
(2)

𝐴32
(2)

𝐴33
(2)

𝐴34
(2)

𝐴35
(2)

𝐴41
(2)

𝐴42
(2)

𝐴43
(2)

𝐴44
(2)

𝐴45
(2)

𝐴51
(2)

𝐴52
(2)

𝐴53
(2)

𝐴54
(2)

𝐴55
(2)

]
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑓1

𝑓2

𝑓3

𝑓4

𝑓5
]
 
 
 
 
 
 
 

 

 هاتعیین مختصات گره -3-1

 :دیآیبه دست م ریانتخاب از روابط ز نیا قهیکه طر باشدیها مروش انتخاب مختصات گره نیمرحله اول در ا

 :ی( نقاط با فواصل مساوالف

(20) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑥 𝑋𝑖 =
𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝑎 

(21) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑦 𝑌𝑖 =
𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝑏   

 :یب( نقاط با فواصل نامساو

(22) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑥 𝑋i =
𝑎

2
{1 − cos (

i − 1

Nx − 1
)π} 

(23) 𝑖 = 1,… , 𝑁𝑦 𝑌i =
𝑏

2
{1 − cos (

i − 1

Ny − 1
) π} 

 یها در راستاهاتعداد گره کنندهانیب yNو  xNو  yو x یطول بازه مورد نظر در راستاها بیبه ترت bو aکه در عبارات فوق 

 .باشندیمذکور م

 
 یو نامساو یبا فواصل مساو بندیشبکه اسیق 5 شکل
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 شنهادیپ چاردسیبار توسط شو و ر نیاول یبندمیتقساین . شوندیشناخته م 1لباتو-گاووس-شفینقاط به عنوان نقاط چپ نیا

 قیتحق نیلذا در ا افت،یبا دقت بالاتر دست  یجیبه نتا توانیمذکور م یبندمیکه با استفاده از تقس دهدینشان م قاتیشد. تحق

در نظر  10ها را در هر دو راستا برابر باشد و تعداد گره  b=2و  a=1مثال اگر طول  ی. براشودیاستفاده م یبندمینوع تقس نیاز ا

با  یبنددر شبکه شود،یطور که مشاهده مهمان خواهد بود. 5به صورت شکل  یمساو ریبا فواصل غ یبندگرفته شود، شبکه

 دارند. گریکدیاز  یشتریو در نقاط دور از مزر فاصله ب باشندیم ترکیمرزها به هم نزد یکیها در نزدگره ،یفواصل نامساو

 اتریس ضرایب وزنیمهای درایه تعیین -3-2

 نوشت: توانیمشتق مرتبه اول م یبرا. ندیآیبه دست م ریروش از روابط ز نیمورد استفاده در ا یوزن بیضرا

(24) 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑁𝑥    𝑗 ≠ 𝑖 𝐴𝑖𝑗
(1)

=
𝑀(𝑋𝑖)

(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)𝑀(𝑋𝑗)
 

(25) 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑁𝑦    𝑗 ≠ 𝑖 𝐵𝑖𝑗
(1)

=
𝑃(𝑋𝑖)

(𝑌𝑖 − 𝑌𝑗)𝑃(𝑌𝑗)
 

 که در روابط فوق:

(26) 𝑀(𝑋𝑖) = ∏(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)

𝑁𝑥

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 

(27) 𝑃(𝑌𝑖) = ∏(𝑌𝑖 − 𝑌𝑗)

𝑁𝑦

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 

 مشتقات بالاتر: یو برا

(28) 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑁𝑥     𝑗 ≠ 𝑖 𝐴𝑖𝑗
(𝑛)

= 𝑛 (𝐴𝑖𝑖
(𝑛−1)

𝐴𝑖𝑗
(1)

−
𝐴𝑖𝑗

(𝑛−1)

𝑋𝑖 − 𝑋𝑗

) 

(29) 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑁𝑦    𝑗 ≠ 𝑖 𝐵𝑖𝑗
(𝑚)

= 𝑚 (𝐵𝑖𝑖
(𝑚−1)

𝐵𝑖𝑗
(1)

−
𝐵𝑖𝑗

(𝑚−1)

𝑌𝑖 − 𝑌𝑗
) 

 نوشت: توانیم نیهمچن

 

(30) 

 
{
𝑖 = 1,… , 𝑁𝑥             
𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑥 − 1

 𝐴𝑖𝑖
(𝑛)

= −∑ 𝐴𝑖𝑗
(𝑛)

𝑁𝑥

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 

 

(31) {
𝑖 = 1,… , 𝑁𝑦            

𝑛 = 1,2, … , 𝑁𝑦 − 1
 𝐵𝑖𝑖

(𝑚)
= −∑𝐵𝑖𝑗

(𝑚)

𝑁𝑦

𝑗=1
𝑗≠𝑖

 

. معادله دیآیم به دست 32به فرم معادله  سکیبا حروف، معادله حاکم بر د بیضرا یسینوو ساده 12با در نظر گرفتن معادله 

 سیاز روش اصلاح ماتر یمرز طیمقاله جهت اعمال شرا نیذکر است در ا . لازم بهشودیحل م یلیفرانسیبا روش مربعات د 32

 استفاده شده است.  یوزن بیضرا

(32) 𝐴𝑢" + 𝐵𝑢′ + 𝐶𝑢 + 𝐷 = 0 

                                                           
1 Chebyshev–Gauss–Lobatto 
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  جینتا یسنجدوار خاص و صحت FGM سکید کی کیترموالاست لیتحل -4

. لازم به ردیگیقرار م لیمورد تحل 1 جدول یکیو خواص مکان یخاص با مشخصات هندس FGM سکید کیقسمت  نیدر ا

لحاظ شده  سکید یبرا یانجام شده شرط مرز یدر حالت وابسته به دما قرار داده شده است. در بررس یکیذکر است خواص مکان

از  یناش یفشار بار گستردهها و از حذف پره یناش یبار گسترده کشش رحالت اث نیآورده شده است. در ا 1 است که در جدول

 یمرز یها)واحد تنش شودیبه مساله اضافه م 1 جدول رد یمتفاوت به شکل شرط مرز یمرز طیشافت به عنوان شرااثر متقابل 

 بیبه ترت 15تا  6 یها. شکلباشدیم مویرکونیو ز ومیتانیجدول مربوط به دو ماده ت نی. مشخصات ذکر شده در ا(پاسکال است

توسط هر دو روش را نشان  سک،یبرحسب شعاع د یطیو مح یکرنش شعاع ،یطیو مح یتنش شعاع ،ییجاجابه راتیینمودار تغ

)تئوری  VMPهای سنجی روش مربعات دیفرانسیلی استفاده شده در این تحقیق به کمک روشلازم به ذکر است صحت .دهندیم

 [ صورت پذیرفته است.15استفاده شده در مرجع ] 8/3و رانگ کوتا با نسبت  3/1مواد متغیر(، گلرکین، رانگ کوتا با نسبت 

 [15] دوار خاص FGM سکیوابسته به دما در د یکیمشخصات مکان 1 جدول

 مشخصات مکانیکی   مقادیر

   سطح داخل سطح خارج

 (Pa)مدول الاستیسیته 

244.27 × 109 122.56 × 109 0P 
0 0 1-P 

−1.37 × 10-3 −4.59 × 10-4 1P 

1.214 × 10-6 0 2P 

−3.68 × 10-10 0 3P 

 ضریب پواسون  0.3 0.3

3000 
𝑘𝑔  چگالی  4429

𝑚3)) 

 (K°)دما   373 473

5670 
5670 

)سرعت زاویه ای  
𝑟𝑎𝑑

s
) 

12.766 × 10-6 7.578 × 10-6 0P 

 حرارتیضریب انبساط 

(
1

C
) 

0 0 P-1 

−1.49 × 10-3 6.638 × 10-4 P1 

1.006 × 10-5 −3.15 × 10-6 P2 

−6.78 × 10-11 0 P3 

 FGM  شاخص  5

σr = −1343930     ;  r = ri  
 (Pa)شرایط مرزی 

σr = 6348111      ;   r = ro  

 

 7دهد. همانطور که در شکل را نشان می های مختلفروشبا  [15مرجع ]دوار  FGM سکیدجایی نمودار جابه 6شکل 

دهد که حداکثر خطای آن با مورد استفاده در این تحقیق نیز نموداری مشابه را به دست می GDQMروش  گرددمشاهده می

 باشد. درصد می 3به  میزان  6نمودار شکل 
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 مختلف هایبا روش [15مرجع ]دوار  FGM سکیدجایی نمودار جابه 6 شکل

 
 GDQMبا روش  دوار خاص FGM سکیدجایی نمودار جابه 7 شکل

 

که  9دهد با شکل را نشان می مختلف یها[ با روش15دوار مرجع ] FGM سکید ینمودار تنش شعاعکه  8مقایسه شکل 

 دهد.می درصد را در محاسبات نشان 4است میزان خطای استفاده شده در این تحقیق  GDQMهمین نمودار با روش 

 
 های مختلفبا روش [15مرجع ]دوار  FGM سکیدنمودار تنش شعاعی  8 شکل
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 GDQMبا روش  دوار خاص FGM سکیدنمودار تنش شعاعی  9 شکل

 

 تنش مختلف ترسیم شده است که مقایسه آن با هایروش با[ 15] مرجع دوار FGM دیسک محیطی تنش نمودار 10 شکل

 .نمایدمی بیاندرصد را  3، اختلاف حدود 11در این تحقیق در شکل  GDQMروش  حاصل از محیطی

 
 های مختلفبا روش [15مرجع ]دوار  FGMنمودار تنش محیطی دیسک  10شکل 

 

 
 GDQMبا روش  دوار خاص FGM سکیدنمودار تنش محیطی  11 شکل
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مختلف ترسیم شده است که مقایسه آن  هایروش با[ 15] مرجع دوار FGM دیسک شعاعی کرنش نمودار نیز12 در شکل

 دهد.درصد را نشان می 3، اختلاف حدود 13در این تحقیق در شکل  GDQMبا روش 

 
 های مختلفبا روش [15مرجع ]دوار  FGM سکیدنمودار کرنش شعاعی  12 شکل

 
 GDQMبه روش دوار خاص  FGM سکیدنمودار کرنش شعاعی  13 شکل

 

 روش با نمودار حاصل از 14 شکلدر  های مختلفبا روش [15مرجع ]دوار  FGM سکیدنمودار کرنش محیطی مقایسه 

GDQM  درصد است. 5حاکی از اختلاف حداکثر  17در شکل 

 

 
 های مختلفبا روش [15مرجع ]دوار  FGM سکیدنمودار کرنش محیطی  14 شکل
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 GDQMبا روش  دوار خاص FGM سکیدنمودار کرنش محیطی  15 شکل

 

به کار گرفته شده در این تحقیق  GDQMدهند که روش و حداکثر اختلاف بین آنها، نشان می 15تا  6بررسی نمودارهای 

نمودار تنش معادل با توجه به  16در شکل های مشابه را دارد. دارای دقت مناسبی است و قابلیت کاربرد در تحلیل دیسک

  ترسیم شده است. 18رابطه 

 

 
 GDQMبا روش  دوار خاص FGM سکیدنمودار تنش معادل  16 شکل

 گیرینتیجه -5

 یانجام شد. بارگذار یلیفرانسید مربعاتدوار در موتور توربوشفت به روش  FGM سکید کیترموالاست لیتحل قیتحق نیدر ا

 یخارج طیوارد بر مح یمشخص، بار گسترده کشش یاهیبا سرعت زاو سکیاز چرخش د یاز مرکز ناش زیشامل بار گر سکید

از  یناش یشافت و بار حرارت یبر رو سکیاز جا زدن د یناش یها، بار گسترده فشاراز مرکز پره زیگر یرویاز ن یناش سکید

لف مخت یهااستفاده در حالت تیقابل سکیتنش د لیشده جهت تحل ادهیپ یها. روششدبایم سکید یبر رو یحرارت انیگراد

و در نظر گرفتن  سکید یو خارج یداخلدر شعاع  یدر حالت بارگذار یلیفرانسید مربعاتروش  قیتحق نیرا دارند. در ا یبارگذار

و خواص وابسته به دما  ی. حالت بارگذاردیگرد یسازادهیپ ییگاز هوا نیدر موتور تورب FGMدوار  سکیخواص وابسته به دما د

به دست  VMPبا روش  لیتحل نیا جیدر نتا یقابل توجه یو همخوان یکی. نزدباشندیو شافت م هاغهینظر گرفتن اثر ت همراه با در
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 5 ای 4مختلف  یخطا در نمودارها نیشتریب و قابل قبول داشتند یکینزد ،با هم VMPو  GDQM یهاروش یکل یآمد. در بررس

 درصد مشاهده شد.
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