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DQM numerical method, 
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The presented paper investigates the flutter phenomenon in a rectangular-shaped plate in 

supersonic air flow. First, the phenomenon of flutter and its identification method based on the 

analysis of eigenvalues are presented. Then, using the assumptions of Kirchhoff plate, the plate 

motion equation is derived and coupled with the first-order piston aerodynamic model. Next, the 

coupled structure-fluid equation is solved in matrix form using the differential quadrature method 

(DQM). Using the DQM numerical method in matrix form provides advantages such as high 

accuracy for solving the flutter problem. The obtained results show that the first phenomenon of 

flutter in an aluminum plate with a length and width of 1 meter and a thickness of 5 mm with 

clamped-free-clamped-free boundary conditions occurs in dimensionless dynamic pressure 617 

(equivalent to Mach 3.395). The presented formulation can be used as a benchmark for solving 

and calculating the flutter speed of various objects in the supersonic air flow. 

Extended Abstract 

1. Introduction 

he flutter phenomenon is caused by the interaction of aerodynamic forces, elastic forces and inertial forces 

and can cause the airplane wing to break. If this phenomenon is not studied and analyzed, it will cause 

instability and destruction of the structure in aerial structures which are considered light structures. 

Therefore, the flutter analysis of aerial structures is one of the necessities of their studies and this analysis is always 

investigated. According to the cause of its occurrence, the flutter phenomenon is divided into two categories: a) 

the flutter phenomenon due to the coupling of the natural frequency of the structure with the air flow frequency 

(such as the resonance phenomenon) and b) the flutter phenomenon due to the coupling of the structural 

frequencies (discussed in this article). will be The flutter phenomenon due to the coupling of structural frequencies 

occurs when two or more frequencies of the structure come close enough due to the application of aerodynamic 

forces, and this proximity causes the coupling of these two frequencies of the structure at a certain speed of the air 

flow so that in The result will cause instability in the structure. For example, in an airplane wing, the natural 

frequencies of bending and twisting modes can interact with each other and lead to flapping or flutter, or the lateral 

vibration mode of the bridge deck can be associated with its vertical vibration mode and cause instability in the 

form of flutter. 

T 
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2. Mathematical Formulation 

In this part, first, the equations of motion of the sheet and the boundary conditions of the rectangular sheet are 

derived with Kirchhoff's assumptions, and then the aerodynamic model of the first-order coupled piston theory 

and the coupled structure-fluid equation are created. Then, this equation enters the frequency domain using the 

method of separation of variables, and after its non-dimensionalization, it is converted into the form of an 

eigenvalue problem. Finally, using the DQM numerical method, the eigenvalue problem is written in matrix form . 

 

Figure1. View of rectangular sheet in supersonic air flow 

The sheet motion equation is defined as follows based on Kirchhoff's assumptions: 

(1) 𝐷(
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
) + 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

Boundary conditions for x=0 or x=Lx in different support modes are defined as follows: 

(2) Free →

{
 
 

 
 𝑀𝑥 = −𝐷(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜗

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) = 0

𝑉𝑥 = 𝑄𝑥 +
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
= −𝐷(

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ (2 − 𝜗)

𝜕3𝑤

𝜕𝑦2𝜕𝑥
) = 0

 

 

(3) Simple → {

𝑤 = 0

𝑀𝑥 = −𝐷(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜗

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) = 0

 

 

(4) Clamp → {
𝑤 = 0
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0

 

In this study, the first order piston theory is used. In this study, it is assumed that the flow only passes through 

the sheet and on the other side of the sheet there is only static air pressure. With this assumption, the external 

pressure on the sheet is expressed as the difference between dynamic and static air pressure. This theory is valid 

for 𝑀∞ > √2. This external pressure is formulated as follows: 

(5) 𝑝𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −
𝜌𝑎𝑉∞

2

√𝑀∞
2 − 1

{
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (

𝑀∞
2 − 2

𝑀∞
2 − 1

)
1

𝑉∞
 
𝜕𝑤

𝜕𝑡
}         , 𝑉∞ = 𝐶𝑎𝑀∞ 

In the following, the equation of the final movement of the sheet is expressed as follows, assuming the use of 

the first-order piston aerodynamic loading model under the title "coupled structure-fluid equation": 

(6) 𝐷(
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
) + 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+

𝜌𝑎𝑉∞
2

√𝑀∞
2 − 1

{
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (

𝑀∞
2 − 2

𝑀∞
2 − 1

)
1

𝑉∞
 
𝜕𝑤

𝜕𝑡
} = 0 

In the above equation, the parameters ρ, h, ρa, V∞ and M∞ respectively represent sheet density, sheet thickness, 

air flow density, air flow speed and air flow Mach number. In this regard, it is assumed that the air flow enters the 
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sheet in the direction of x. To solve this equation in the frequency domain, the method of separation of variables 

is used as follows. The variable of these equations is the same as the sheet spring variable. Isolation of this variable 

is done as follows: 

(7) 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑊(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡 

(8) 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡 

The following relations are used to make the above equation dimensionless: 

(9) 

(

 
 
 

𝑥

𝑋
= 𝐿𝑥

𝑦

𝑌
= 𝐿𝑦

𝐿𝑥

𝐿𝑦
= ∅

)

 
 
 
→ (

𝑑𝑟𝑥 = 𝐿𝑥
𝑟(𝑑𝑟𝑋)

𝑑𝑟𝑦 = 𝐿𝑦
𝑟(𝑑𝑟𝑌)

) 

Using the above relationships, the coupled structure-fluid equation becomes dimensionless as follows (notice 

that the imaginary term in the first-order piston equation is omitted): 

(10) → (
𝜕4𝑊

𝜕𝑋4
+ 2∅2

𝜕4𝑊

𝜕𝑋2𝜕𝑌2
+ ∅4

𝜕4𝑊

𝜕𝑌4
) − (

𝐿𝑥
4

𝐷
) [−

𝜌𝑎𝐶𝑎
2𝑀∞

2

𝐿𝑥√𝑀∞
2 − 1

𝜕𝑊

𝜕𝑋
] = (

𝐿𝑥
4𝜌ℎ𝜔2

𝐷
)𝑊 

(11) → (
𝜕4𝑊

𝜕𝑋4
+ 2∅2

𝜕4𝑊

𝜕𝑋2𝜕𝑌2
+ ∅4

𝜕4𝑊

𝜕𝑌4
) + 𝑃𝑢

𝜕𝑊

𝜕𝑋
= ℷ4𝑊 

In the relation above, ℷ and Pu are the dimensionless frequency of the sheet and the dimensionless dynamic 

pressure of the air, respectively, which are defined as follows: 

(12) 𝑃𝑢 = (
𝐿𝑥

3

𝐷
)
𝜌𝑎𝐶𝑎

2𝑀∞
2

√𝑀∞
2 − 1

 

(13) 𝜆 = ((
𝐿𝑥

4

𝐷
) (𝜌ℎ𝜔2))

1
4

 

(14) 𝜔 = √
𝐷

𝜌ℎ
(
𝜆

𝐿𝑥
)
2

 

DQM numerical method is used to solve this equation. Using the following relations, the coefficient matrices 

needed to solve the system equation can be obtained. 

(15) 𝑥𝑖 =
1

2
{1 − cos (

𝑖 − 1

𝑛 − 1
𝜋)}      𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛 

(16) 𝑦𝑖 =
1

2
{1 − cos (

𝑖 − 1

𝑚 − 1
𝜋)}      𝑖 = 1,2,3,… ,𝑚 

 

(17) 𝐴𝑖𝑗
𝑥 =

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝑛
𝑘=1
𝑘≠𝑖,𝑗

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑛
𝑘=1
𝑘≠𝑗

     𝑖 ≠ 𝑗

∑
1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
     𝑖 = 𝑗

𝑛

𝑘=1
𝑘≠𝑖

→ [𝐴𝑥]𝑛×𝑛 = [
𝐴1.1
𝑥 ⋯ 𝐴1.𝑛

𝑥

⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑛.1
𝑥 ⋯ 𝐴𝑛.𝑛

𝑥
]

𝑛×𝑛

 

(18) 𝐴𝑖𝑗
𝑌 =

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑦𝑖 − 𝑦𝑘)
𝑚
𝑘=1
𝑘≠𝑖,𝑗

∏ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑘)
𝑚
𝑘=1
𝑘≠𝑗

     𝑖 ≠ 𝑗

∑
1

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑘)
     𝑖 = 𝑗

𝑚

𝑘=1
𝑘≠𝑖

→ [𝐴𝑦]𝑚×𝑚 = [
𝐴1.1
𝑦

⋯ 𝐴1.𝑚
𝑦

⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑚.1
𝑦

⋯ 𝐴𝑚.𝑚
𝑦

]

𝑚×𝑚
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(19) {

𝑤𝑖𝑗 = 𝑤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

𝑖 = 1,2,… , 𝑛
𝑗 = 1,2,… ,𝑚

→

{
  
 

  
 

𝑑𝑟𝑤

𝑑𝑥𝑟
= [𝐴𝑥]𝑛×𝑛

(𝑟)
[𝑤]𝑛×𝑚

𝑑𝑠𝑤

𝑑𝑦𝑠
= [𝑤]𝑛×𝑚([𝐴

𝑦]𝑚×𝑚
(𝑠)

)𝑇

𝑑𝑟+𝑠𝑤

𝑑𝑥𝑟𝑑𝑦𝑠
= [𝐴𝑥]𝑛×𝑛

(𝑟)
[𝑤]𝑛×𝑚([𝐴

𝑦]𝑚×𝑚
(𝑠)

)𝑇

 

Using this solution method, the coupled structure-fluid equation is written in the following form: 

(20) 
[𝐴𝑥]4

𝑛×𝑛
[𝑊]𝑛×𝑚 + 2∅

2[𝐴𝑥]2
𝑛×𝑛

[𝑊]𝑛×𝑚[𝐴
𝑦]2

𝑚×𝑚

𝑇
+ ∅4[𝑊]𝑛×𝑚[𝐴

𝑦]2
𝑚×𝑚

𝑇
+ 𝑃𝑢[𝐴

𝑥]𝑛×𝑛[𝑊]𝑛×𝑚
= ℷ4[𝑊]𝑛×𝑚 

(21) {𝑢}𝑛𝑚×1 =

{
 

 
𝑢1
𝑢2
⋮

𝑢𝑚−1
𝑢𝑚 }

 

 

𝑛𝑚×1

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑤1.1
𝑤2.1
⋮

𝑤𝑛.1
⋮
⋮

𝑤1.𝑚
𝑤2.𝑚
⋮

𝑤𝑛.𝑚}
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑛𝑚×1

 

The rule for converting matrix-like to vector-like in an equation, using Kroniker multiplication, is done as 

follows: 

(22) 

([I]m×m⨂[D
x]n×n)nm×nm{u}nm×1 + 2∅

2([By]m×m⨂[B
x]n×n)nm×nm{u}nm×1

+ ∅4([Dy]m×m⨂[I]n×n)nm×nm{u}nm×1 + Pu([I]m×m⨂[A
x]n×n)nm×nm{u}nm×1

= ℷ4([I]m×m⨂[I]n×n)nm×nm{u}nm×1 

The boundary conditions of the problem are converted into a boundary condition matrix like the mentioned 

method, and for the final solution of the problem, this boundary condition matrix must be integrated with equation 

22. 

3. Results and discussion 

In this part, the flutter speed in an aluminum sheet with a Young's modulus of 70 GPa, a density of 2700 kg/m3 

and a Poisson's ratio of 0.35 with a length and width of 1 m and a thickness of 5 mm in CFCF boundary conditions 

and the atmospheric conditions of the open sea surface with an air flow density of 1.225 kg /m3 and the speed of 

sound is 343 m/s. 

 
Figure 2. Damping diagram of the first 4 modes of the sheet in 

terms of dimensionless dynamic pressure in CFCF boundary 

conditions   

 
Figure 3. Frequency diagram of 4 sheet modes in terms of 

dimensionless dynamic pressure in CFCF boundary conditions 

By looking at Figure 2, it can be concluded that the first flutter phenomenon occurred due to the coupling of 

the third and fourth modes of the sheet at the frequency of 64.95 Hz and the dimensionless dynamic pressure of 

617. According to this diagram, the damping of the structure in the sheet is created at the dimensionless dynamic 

pressure of 614.4, which is a number close to 617. The above two graphs are drawn in terms of Mach number as 

follows: 
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Figure 4. Damping diagram of the first 4 modes of the sheet 

according to the Mach number of the air flow in CFCF 

boundary conditions 

 
Figure 5. Frequency diagram of 4 sheet modes according to 

Mach number of air flow in CFCF boundary conditions 

According to Figure 4 and Figure 5, the first flutter phenomenon occurred at Mach 3.395. In this diagram, 

Mach numbers below 2 are not shown because the piston theory is not defined for Mach below 2. According to 

the investigations carried out on a sheet with the mentioned specifications, the first phenomenon of flutter occurs 

at the dynamic pressure without dimension 6.17, which is equivalent to Mach 3.395. 

4. Conclusion 

         According to the study conducted in this article, it can be concluded that: 

1. The use of Kirchhoff sheet assumptions to derive the sheet motion equation and the use of the first-

order piston theory as an aerodynamic model brings good accuracy. 

2. Using the DQM numerical method in matrix form provides advantages such as high accuracy and speed 

in solving the flutter problem, provided that the appropriate number of layers is chosen for the boundary 

points. So that by choosing two layers of boundary points to solve the equation, the frequencies 

obtained from the MATLAB code using the DQM method are equal to the sheet analytical solution in 

SSSS boundary conditions, and its error is almost zero for the first 4 frequencies. 

3. According to the investigations, an aluminum sheet with the dimensions of length and width of 1 meter 

and thickness of 5 mm, in open sea surface conditions and with CFCF boundary conditions, at a 

dynamic dimensionless pressure of 615 (equivalent to Mach 3.395), with the first phenomenon Flutter 

will be encountered. 

From these results, it can be concluded that the use of Kirchhoff sheet hypothesis, first order piston theory and 

DQM method along with the dimensions of the specified aluminum sheet is appropriate and accurate to investigate 

the flutter phenomenon in the desired conditions. 
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 تعیین سرعت فلاتر ورق مستطیلی در جریان هوای مافوق صوتمدلسازی آیرودینامیکی و 

 ج   یفروشان یمهران صمد   ،ب یمحمد  یمحمدمهد   ،*الف زادهی ناظم یمصطف 

 esf.ac.ir-nazemi@mut    ران،یا  ،اصفهان  مالک اشتر،  یدانشگاه صنعت  ک،ی مکان  یمجتمع دانشگاه  ار،یاستاد  الف
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 mehransamadiforoushani@yahoo.com   ران،یمالک اشتر، اصفهان، ا  یدانشگاه صنعت   ک،یمکان  یمهندس  یارشد، مجتمع دانشگاه  یکارشناس   ج

 چکیده   واژگان کلیدی 

 ، سرعت فلاتر

 ، جریان مافوق صوت

 ، نظریه پیستون 

 ، DQM روش عددی

 . CFC مرزی شرایط

. فلاتر،  پردازدیمافوق ص و  م  هوای  انیش ک  در رر-یلیورق مس تط  کیفلاتر در    دهیپد  یمقاله به بررس    نیا 

فلاتر    دهیپژوهش، ابتدا پد  نی. در اافتدیاتفاق م  الیس    انیاس ت که در معر  رر  ختهیارتعاش خود برانگ  کی

ورق    ا ی. سپس با استفاده از فرضردیگیقرار م  یمورد بررس    ژهیو  ریمقاد  یآن بر اس اس تحل  ییو روش ش ناس ا

. در  ش ودیمرتبه اول کوپ  م  س تونیپ  یکینامیرودیرش هف، معادله ررکت ورق اس تخراج ش ده و با مدل آیک

ر     یس  یبه ص ور  ماتر  (DQM)  با اس تفاده از روش تفاض   مربعا   الیس  -ش ده س ازهادامه، معادله کوپ 

ر     یاز رمله دقت و س ردت با  را برا  ییایمزا  ،یس  یدر قالب ماتر DQM یاس تفاده از روش ددد  .ش ودیم

  جینتاهمچنین    .انتخاب ش ود  ینقاط مرز  یبرا  یاس بمن هیکه تعداد    یبه ش ر   کند،یمس ئله فلاتر فراه  م

  ۵متر و ض   خ ام ت  1ب ا  ول و در     ومینیورق از رنس آلوم کی  فلاتر در    دهی  پ د  نیک ه اول ده دینش   ان م

  یکینامیو دو س ر آزاد، در فش ار د  رداریدو س ر گ  یمرز  طیو با ش را ایس ط  آزاد در  روی  طیدر ش را  متر،یلیم

ر  و    یبرا  هیپا کیبه دنوان    تواندیارائه ش ده م  یبند. فرمولدهدیماخ( رخ م  3.39۵)معادل    617بدون بعد  

 .ردیمافوق صو  مورد استفاده قرار گ  یهوا  انیمحاسبه سردت فلاتر ارسام مختلف در رر

 1402/ 05/ 21تاریخ دریافت: 

 1402/ 05/ 30تاریخ بازنگری: 

   1402/ 06/ 22 تاریخ پذیرش: 

 مقدمه -1

  یختگیبادث گس  تواندیشده و م   جادیا  ینرسیا  یروهایو ن  کیا ست  ی روهاین  ، یکینامیرودیآ  ی روهاین  برهمکنش فلاتر از    دهی پد

  شوند، یمحسوب م  یسبک  ی هاکه سازه  یی هوا  یهادر سازه  رد،یقرار نگ   یمورد مطالعه و تحل  دهیپد   ن یشود. چنانچه ا  مایبال هواپ 

  نیبوده و همواره ا ها آن یمطالعات  ی هااز ضرور  یک ی ییهوا  ی هافلاتر سازه   ی. لذا تحلشودیم  ه ساز بیو تخر یداریمورب ناپا

فلاتر در اثر رفت شدن فرکانس    دهی فلاتر با توره به دلت وقوع آن به دو دسته الف( پد  دهی . پدردیگیقرار م یمورد بررس  یتحل

)مورد بحث    یاسازه  یهافلاتر در اثر رفت شدن فرکانس  دهی ( و ب( پددی تشد  دهیهوا )مانند پد  انیسازه با فرکانس رر  یعی ب

چند فرکانس از   ا یکه دو    افتدیاتفاق م  ی زمان  یاسازه  یهاشدن فرکانسفلاتر در اثر رفت    دهی . پدشودیم    یمقاله( تقس  نیدر ا

دو فرکانس سازه    نیبادث کوپ  شدن ا  ی کینزد  نیشوند و ا  کی به ه  نزد  یبه اندازه کاف   یکینامیرودیآ  ی روهایسازه بر اثر ادمال ن

  یعی ب  یهافرکانس  ما،یدر بال هواپ   مثلاًدر سازه گردد.    یثبات یبادث ب  جهیدرنتهوا شود تا    انیسردت مشخص از رر  کیدر  

  ی رانب تعاشرالت ار ا یفلاتر شوند و   ا یتعام  داشته باشند و منجر به بال زدن  گر یکدیبا   توانندیم  یچشیو پ  ی خمش یهارالت

 به شک  فلاتر شود. یداریآن همراه شود و بادث ناپا یبا رالت ارتعاش دمود تواندیدرشه پ  م

برا  یفراوان  یهامحققان تلاش  بارهنیدرا ا  یرا  داده  دهیپد  نیمطالعه  امانجام  داول  رزادگانیاند.  روش    [1]  و  از  استفاده  با 
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آ  1نیگالرک غ   ستون،یپ   یتئور  یکینامیرودیو مدل  نازک مستط  یپوسته منحن  کی  ی رخطیارتعاشا   در  را  همسانگرد  و    یلیو 

و پس    فلاتر  یهایژگیکردند و و   سهیمقا  یتئور  جیرا با نتا  یتجرب  ج ینتا  ها آنقرار دادند.    یمافوق صو  مورد بررس  یهوا  انیرر

با استفاده از    دارای انحنا را  یاپان  ذوزنقه  کیاز    یلیمدل تحل  کی  [2]. ژانگ و همکاران  مورد بررسی قرار دادندفلاتر پان  را  

 ی شنهادیپ   یاهی   هیورق ارائه دادند. نظر  کیروا ستیمودال و آ   یتحل  یبرا  ستونیپ   هیو نظر  یاه ی   یو تئور  یسازهمگن  کیتکن

مرتبه اول   ییرابجا  دانیهسته و م  هی   یمرتبه با تر را برا  ییرابجا  دانی، مبودتوسعه داده شده    یچیساندو  فحهص  کی  یکه برا

کردند و نشان    سهیمقا  های مطرحافزارراص  از نرم  جیروش را با نتا  نیدقت ا  هاآن.  کردمیفر     نییبا  و پا  یهاه ی    یرا برا

  ی نظر  یی مبنا  تواندمی  جهیدرنتدارد،    ازین  یکمتر  ی محاسبات و به تلاش    است  برخوردار  ی دقت کافاز    یشنهادیداده شد که روش پ 

  دیرد   کردیرو  ک ی  [3]و همکاران    یی . بقاباشد   مایهواپ   یدر  رار  یاذوزنقه  دارای انحنا وهسته    چیاستفاده از پان  ساندو   یبرا

ماکرو    تیکه توسط دو کامپوز  ،پان  هوشمند  نیتوسعه دادند. ا  یلیمستط  تیصفحا  کامپوز  کیروا ستیفلاتر پان  آ   یتحل  یبرا

اثرا    یقرار دارد. بررس  کی لبه ا ست  یهاتیانباشته است و در معر  محدود   یکل   یهایتوال  یشده است، دارا  چ یساندو  بریف

با    جینتا  قیبا تطب  کردیرو  نیو ادتبار ا  تی. قابلانجام شدپان  هوشمند  این    فلاتر  یمرزها  یبر رو  هادر این کامپوزیت   یریگرهت 

است. رس  دیی تأ المان محدود    جینتا بررس  [ 4]و ملائب    نهیشده  ناپا  یرخطیغ   یهاپاسخ  یبه  از  با    یهاپان   یداریپس  نازک 

  انیکه در معر  رر  یی هاتر پان پس از فلا  ی هامطالعه، پاسخ  ن یدو رهته درون صفحه پرداختند. در ا  ی دملکرد  یبنددرره 

در نظر گرفته شده    کیمورد استات  دنوانبهپس کمانش    یها و پاسخ  ی کینامیمورد د  دنوانبه  رند یگیمافوق صو  قرار م   یهوا

قرار گرفته است.     یوتحله یتجزها مورد  پان   یداریپا  یدرون صفحه بر رو  ی کیو مکان  یررارت  یها یبارگذار ریتأث  ن،یاست. همچن

  ی رخطیغ   یهاهمراه با کرنش  کیصفحه کلاس  هیو نظر  یکینام یرودیآ  یسازمدل  یمرتبه اول برا  ستونیپ   یتئور  ،مطالعه  نیدر ا

و همکاران  یاز روش المان محدود استفاده شده است. فرساد  ،یتحل یسازه استفاده شده است. برا یسازمدل یفون کارمن برا

 ستون یپ   یمطالعه، تئور  نی . در ااندهپرداخت  ریمتغ  یصفحه بال مانند با سخت  فلاترو رفتار پس از    یرخطیفلاتر غ   یررسبه ب  [۵]

ر  معاد   راک     یبرا  روش ر  تفاض  مربعا  دیفرانسی استفاده شده است و    کینامیرودیآ  یسازمدل  یبرا  لمرتبه او  یخط

و    شودیاستفاده م   یهندس  ی هایرخطیمحاسبه غ   یفون کارمن برا  یرخطیکرنش غ   یمورد استفاده قرار گرفته است. از تئور

نشان    جینتا.  شودیساختار استفاده م  یسازدر مدل  یدرض  یبرش در نظر گرفتن اثرا     یمرتبه اول برا  یشک  برش  ریی تغ  یتئور

دارد.    ی رد  ک یرفتار نوسان س  نیصفحه و خواص نامتقارن و همچن  ی کینامیبر رفتار د  یتورهقاب   ر یتأث  اف یکه رهت ال  دهد یم

گاز    انیک  دمق در رر  کیا ست  یهاپوسته   یرد  ک یو نوسانا  س  یداریدرباره ناپا  یامطالعه  [6]و داول    رزادگانیامبار دیگر  

را    یتجرب  جینتا  ان،یدر رهت رر  یمربع  یصفحا  منحن  یرخط یغ   کیروا ستیآ   یوتحله یتجزبا    هاآنمافوق صو  انجام دادند.  

گاز مافوق صو  پرداختند.   انیدر رر  کیصفحه ا ست  یداری به مطالعه پا  [7]زادگان و همکاران    ریام  همچنینکردند.    سهیمقا

و موشک در پرواز با سردت با  انجام شد.    ماینازک هواپ   یپان ، کمانش و ارتعاش ساختارها  فلاتر  شتریدرک ب  یمطالعه برا  نیا

اصل بررس  شیافزا  قیتحق  نیا  یهدف  و  بود  سازه  دمر  تأث  ی ول  رانب  ی ول  یهاتنش  ریکردن  رو  یو  و    یبر  فلاتر  سردت 

 و همکاران   یدیکمک کند. مج  مایهواپ   یهادر سازه  داریو ناپا   داری منا ق پا  نییتواند به تعیم  قیتحق  نیپان  بود. ا  یهایژگیو

  یدملکرد  یبنددررهبا    یکنسول نانولوله کربن  یافلاتر مافوق صو  صفحا  ذوزنقه    یوتحله یتجزمطالعه رامع در مورد    کی،  [8]

بر    ی کینامیرودیفشار آ  ،سازه استفاده شده است  یسازمدل  یمرتبه اول برا  ی شک  برش  رییتغ  یور مطالعه از تئ نیارائه دادند. در ا

  نیا  جی. نتاشودیبا استفاده از آن استخراج م  یمرز  طیو مجموده معاد   راک  و شرا  شودیزده م  نیتخم  ستونیپ   یاساس تئور

مورد توره   کنند، یکه با سردت مافوق صو  پرواز م   ییهوا هینقل   یوسا  یو تحل یدر  رار دیمف یابزار  دنوانبه  تواندیمقاله م 

نانوپلاکت گرافن    شدهتیتقو  یتیکامپوز  یفلاتر صفحا  چهار ضلع  یهایژگیو  یبه بررس  [9]. هوانگ و همکاران  ردیقرار گ با 

  بر اساس   ی. توابع انرژکردندخواص ماده استفاده    ی نیبشیپ   یبرا  2ی تسا-نیمدل هالپ  و از  یسازمدل  یبرا  ریتزپرداختند. از روش  

  عی گسسته صفحا  چهار ضل  ی کینامیآمدند. معادله د  به دستمرتبه اول    ستونیپ   یمرتبه اول و تئور  یشک  برش  رییتغ  یتئور

شد. موک    یمنتشر شده بررس  ر یبا مقاد  ی عی ب  یهافرکانس  سهیمقا   از  ریق  ج یر  شد. دقت نتا  روش ریتز  ب یبا استفاده از تقر

نشان داد. فرمول    یلیمستط  هیچند    یتیصفحا  کامپوز  یفلاتر را برا   ی هایژگیبر و   ، یدرض  ی اثرا  برش  ریتأث  ی، بررس[10]

  شدهیابیارزداده شده است. روش    شانمرتبه اول و مرتبه با تر( ن  ک،یصفحه )کلاس  ی های انواع مختلف تئور  یمختصر برا  را ییتغ

 
1 Galerkin Method 
2 Halpin-Tsai model 
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  ی هابا استفاده از بسته   ماًی مستق  توانیرا م  یلیتحل  جینتا  رای در نظر گرفت ز  یددد   یتحل  یبرا  یاریمع  دنوانبه   توانیر  را م

مطالعه    یبرا  یروش ددد  کی،  [11]و همکاران    یبه دست آورد. بهرام  Matlab  ای   Mathematica  ،Mapleمانند    ییافزارهانرم

.  دادندارائه    یمافوق صو  مواز  یهوا  انیاز رر  یناش  یکینامی رودیآ  یهمسانگرد تحت بارها  یلی صفحه مستط  کی  یکینامیرفتار د

  یکینامیمطالعه رفتار د  یبرا  ،یخط  ستونیپ   یو تئور  یدوبعد  یاچندرمله  ییمحدود، بر اساس توابع رابجا  یمدل ارزا  کی

  یهاصفحا  مسط  و پوسته  یسازقادر به مدل افتهیتوسعه   کردی. روشودیاستفاده م یکینامیرود یآ یبارهاصفحه رامد همراه با 

.  شود یادمال م  کپارچهیبا استفاده از روش    زمانه    وربهدر سط  مشترک    الیساختار س  یشدگ دمق است که در آن رفت ک 

با    شوندیراص  م  یکینامیرودیکه از ادمال بار آ  یی رایو م  ی تسخ  یهاسیاست. ماتر  3پوسته سندرز  هیمدل رامد بر اساس نظر

از  دستبه  یهاسیماتر ادغام تحل  شوندیهمراه م   یمدل ساختار  کیآمده  از  استفاده  با  با  شوندیمحاسبه م  ی لیو   ی آور رمع. 

راک  به دست    مسئله  یکینام یو سپس معاد   د  د یآیصفحه به دست م  یو سخت  ییرایم  ،ی ررم کل  یهاسیماتر  ها، سیماتر

هوا    انیرر  یبحران  بعد بی  یکینامیرودی. فشار آشودیکاهش معادله محاسبه م  کیبا استفاده از تکن  ست یس  ژهیو  ری. مقاد دیآیم

  ی قاتیآثار تحق  ریبا سا  آمدهدستبه  جی. نتاشودیم  نییمختلف تع  ی هاو هندسه  یمرز  طیشرا  یبرا   شودیکه بادث بال زدن سازه م

بس  سهیمقا  منتشرشده تطابق  و  م   ی خوب  اریشده  او شودیمشاهده  ل  انگی.  ررارت[12]  ویو  فلاتر  رفتار    یهاورقه  یرخطیغ   ی، 

 ی شک  برش   رییتغ  هیمطالعه نظر  نیکردند. در ا  یبررسرا  مافوق صو  با     انیدر رر  یمنحن  افیبا ال  ریمتغ  یبا سخت  یتیکامپوز

 هیو نظر  داریمرتبه اول شبه پا  ستونیپ   یتئور  کینامیرودیانحراف بزرگ فون کارمن، آ  ییرابجا-روابط کرنش  بیمرتبه اول با ترک

نشان    جیاستفاده شده است. نتا  یرخطیمعاد   المان محدود ررکت پان  فلوتر غ   یبندفرمول  یبرا  داریشبه پا  یتنش ررارت

گوآ   .ابندییم  شیدما در امتداد ضخامت پان  افزا انیش گرادیرد هر دو با افزا ک یو دامنه س ی بحران یکینامیکه فشار د دهدیم

در رال    یدملکرد  شدهیبنددرره گرافن    یهابا نانوپلاکت  شدهتیتقو  تیکامپوز  غهیت  کیفلاتر     یوتحلهیتجز،  [13]و همکاران  

ا  یمافوق صو  را بررس  یهوا  انیچرخش تحت رر رامع و    ییمشک  توسط مطالعا  همگرا  نیا  یروش برا  نی کردند. دقت 

  Nitsche کیهمراه با تکن  یزوهندسیا  یوتحله یتجزفرمول  کی، [14] یلتیو فض فهیشده است. خل د ییتأ  قیدق سهیمطالعا  مقا

  یبنددرره   یدارا  حهصف  کی  کیا ست-ترمو-آیرو رفتار فلاتر پان     یبررس  یمرتبه اول برا  یشک  برش  رییصفحه تغ  یبر اساس تئور

نشان داده    ا یبا موارد مورود در ادب سهیراضر در مقا یزوهندسیفرمول ا تیفیترک استخراج کردند. دقت و ک یراو یدملکرد

ت نازک  یکامپوز  یهاپان   یداریبر فلاتر و پا   کیو ا ست  ینرسیا  یروهاین   یاثر تعد  ی، به بررس[ 1۵]  شده است. سا م و همکاران

پان  بر اساس اص  هم  هیچند  محاسبه    یمرتبه اول برا  ستون یپ   یاست. تئور  آمده دست به  لتونیپرداختند. معاد   ررکت 

محدود    یمعاد   ارزا  یبند فرمولدر    تیاشم-فاکس-بوگنر  یلی. دنصر صفحه مستطشودیاستفاده م   ی کینامیرودیآ  یبارگذار

پ   تورهقاب اثر    جیدر نظر گرفته شده است. نتا صفحه    کی  یداری، پا[16]. گورگ و همکاران  دهدیرا نشان م  یشنهادیروش 

  دانیکردند. نشان داده شده است که م  ی ناهمگن در ضخامت بررس  یی دما  دانیمافوق صو  را در رضور م  ان یدر رر  یلیمستط

دما    دانینشان داده شده است که م  نی. همچنکنندیم   یرا تنظ   یداری پا  ندیمتقاب  دارند و فرآ  یوابستگ  انیدما و سردت رر

با بررسی معاد   راک  و  ،  [17] سیروان فرهادی و کامران اسدی . گذاردیم ریفلاتر تأث یمعنادار است به شد  بر سردت بحران

 کنندهترین دملکرد به کنترلرسگرهای ارتعاش را برای نزدیککردند  )فیدبک خروری استاتیک(، سعی   SOF به کارگیری روش

LQR   برای کنترل و همچنین    یک ورق مستطیلی که در معر  رریان سوپرسونیک قرار دارداز  برای این کار،    ها آن.  کنندرایابی

و تئوری ورق نسبتاً    4ورق از تئوری ون کارمن  یسازه یشببرای    همچنین  .کردند ارتعاشا  ورق از یک وصله پیزوالکتریک استفاده  

با استفاده از   را  شده است. معاد   ررکت  استفاده  6رریان هوا تئوری مرتبه اول پیستون   یساز مدل، و برای  ۵ضخی  میندلین

. سپس معیاری برای یافتن نقا ی که ترکیب  وردندآ  به دستهای توانی محدود  روش  گرانژ و تقریب میدان رابجای توسط سری

ارائه   LQR دملکرد کنترلی را در مقایسه با کنترلر  نیترکینزدتواند  می  هاآنفیدبک رابجایی   با    تیدرنها .  دادندایجاد نماید، 

که با    داد نشان    کار فرهادی و اسدی  . نتایجدمورد ارزیابی و تأیید قرار گرفته ش  آمده دست بهدددی کارایی معیار    یسازه یشب

 
3 Sanders shell theory 
4 Von Karman theory 
5 Mindlin 
6 First order theory of the piston 
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هایی بیش از دو برابر سردت بحرانی ورق  توان فلاتر ورق را در سردتفیدبک ترکیب مشخصی از رابجایی نقاط خاصی از ورق می

 LQR با کنترلر  سهیمقاقاب گر متغیرهای رالت، دملکردی   نیز به شک  مؤثری کنترل نمود. این روش با ورود رذف تخمین

 .دهدارائه می

انجام شده    8DQM  قیدق  اریبس  ی با استفاده از روش ددد  7CFCF  ی گاههیتک  طیبا شرا  ی، ر  معاد   ورق مطالعه  نیدر ا

شک     صور به  رالتابه  روش  نی، از اDQM  یسردت فلاتر با استفاده از روش ددد  یبر رو  شده  است. در مطالعا  انجام گرفته

 ت یمسئله فلاتر است. مز  DQMر     یبرا  یسیاز قالب ماتر  ستفادهمطالعه، ا  نیا  یهای از نوآور  ی کیاستفاده نشده است.    یسیماتر

به  یبه گسترش کد برا قیتحق نیا ،ی . در رالت کلباشدیر  مسئله، سردت و دقت ر  م یبرا یسیاستفاده از قالب ماتر یاصل

ورق    ک ی  ی گاهه یمختلف تک  طیو شرا  ی کینامیرودیآ  یمختلف بارگذار  طیدر شرا  عیو سر  ق یدق  صور بهآوردن سردت فلاتر    دست

 از   نیهمچن  ( استخراج شده است.Kirchhoff)  رشهفیک  ا یفرضاستفاده از  معادله ورق با    ،در این مطالعه  .پردازدیم  یلیمستط

و    .شده استسردت فلاتر در نظر گرفته    نییهوا و تع  انیرر   یتحل  یبرامرتبه اول به دنوان مدل آیرودینامیکی    ستونیپ   هینظر

 . شود جادیا DQMی از روش ترقیمشخص شده است تا ر  دق قیدق صور به زیمسئله ن یمرز هیتعداد نقاط   در آخر

 حاکم  استخراج معادلات -2

ا و شرا  نیدر  ابتدا معاد   ررکت ورق  با فرض   یمستط  یورق  یمرز  طیقسمت  رائو    رشهفیک  ا یشک     [ 18]از کتاب 

  جاد یا  الیس-مرتبه اول کوپ  شده و معادله کوپ  شده سازه   ستونیپ   هینظر  ی کینامیرودیو در ادامه با مدل آ  شودیاستخراج م

آن، به فرم    یساز  بعدیبو بعد از    شودیوارده روزه فرکانس م   رهایمتغ  یزمعادله با استفاده از روش رداسا  نی. سپس اشودیم

 . شودینوشته م یسیبه فرم ماتر  ژهی، مسئله مقدار وDQM یروش ددد فی. در انتها بعد از تعرشودیم   یتبد ژهیمسئله مقدار و

 
 در جریان هوای مافوق صوت   شکل لی از ورق مستط یینما 1شکل 

 استخراج معادله حرکت ورق -2-1

استخراج   [9]معادله ررکت ورق و شرایط مرزی آن بر مبنای استفاده از فرضیا  ورق کیرشهف و فرضیا  تار خنثی از مررع  

𝑤.  بق فرضیا  ورق کیرشهف، نسبت خیز به ضخامت ورق ناچیز است ) اندشده
ℎ⁄ ≈ ورق    گردی  ابعاد   به   ضخامت   (، نسبت0

ℎ)  است  زیناچ
𝐿𝑋
⁄ ≈ ℎ 𝐿𝑦

⁄ < 𝜀𝑧𝑧)   ماندیم  ی شک  ثابت باق  رتغیی  از  پس  (، ضخامت0.05 =   یان می سط   بر  دمود  مقطع (، هر0

 
7 Clamp-free-clamp-free 
8  Differential quadrature method 
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𝜀𝑧𝑥)   ماند یم  یشک  دمود باق   رییپس از تغ = 𝜀𝑧𝑦 = 𝜎𝑧𝑧فر   ( و  0 ≅ . و همچنین  بق فرضیا  تار خنثی،  برقرار است  زین  0

. با استفاده از این فرضیا ، روابط رابجایی برای ورق  ( باشدیصفر م   یدر تار خنث  یی )رابجا  شودیبدون کرنش فر  م   یان یم  ه ی

 شود: زیر نوشته می صور به

(1)  
(𝑢, 𝑣, 𝑤) = (−𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
,−𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑦
,𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

 آید: می  به دست، معادله ررکت زیر برای ورق مستطیلی آمدهدستبهو با استفاده از روابط رابجایی  

(2)  
𝐷 (

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
) + 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

 استخراج شرایط مرزی ورق -2-2

این شرایط برای یک لبه نمونه مانند    .شوداستخراج می  [ 9]  از مررعهمه را   ممکن    یبرا  یمرز  طیقسمت شرا  نیدر ا

(، نیروی برشی و ممان خمشی در نقاط مرزی ورق برابر Free or Fگاه آزاد )ای با تکیهنوشته شده است. در لبه   x=Lیا    x=oلبه  

 شوند:زیر نوشته می صور به صفر است. این شرایط 

(3)  𝑥 = 𝑥 یا  0 = 𝐿𝑥

→

{
 
 

 
 𝑀𝑥 = −𝐷 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜗

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) = 0

𝑉𝑥 = 𝑄𝑥 +
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
= −𝐷 (

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ (2 − 𝜗)

𝜕3𝑤

𝜕𝑦2𝜕𝑥
) = 0

 

 صور  به(، خیز ورق و ممان خمشی در نقاط مرزی ورق برابر صفر است. این شرایط  Simple or Sگاه ساده )ای با تکیهدر لبه 

 شوند:زیر نوشته می

(4)  
𝑥 = 𝑥 یا  0 = 𝐿𝑥 → {

𝑤 = 0

𝑀𝑥 = −𝐷 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜗

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) = 0

 

(، خیز و شیب خیز ورق در نقاط مرزی ورق برابر صفر است. این شرایط  Clamp or C)   رداریگ  کسریگاه  ای با تکیهدر لبه

 شوند:زیر نوشته می صور به

(۵)  
𝑥 = 𝑥 یا  0 = 𝐿𝑥 → {

𝑤 = 0
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0

 

 تعیین مدل بارگذاری آیرودینامیکی -2-3

است که اساس   یادیبن  یکینامیرودیآ  هینظر  کی  شود،یشناخته م  زین  یخط   یپتانس  انیرر  هینظر  دنوانبه که    ستونیپ   هینظر

لزج   ریغ   صور بهرس     کیهوا در ا راف    انیرر  ستون،یپ   ی. در تئوردهد یم   یرا تشک  گری د  یهاو مدل  هاه یاز نظر  یاریبس

فشار   را ییو تغ  ماندیهوا در  ول زمان ثابت م  یکه چگال  یمعن  نیبه ا  شود،یم   فر  ریبدون اصطکاک( و تراک  ناپذ  یعنی)

مورد    ی سردت توان محاسبات/یسادگ   یبه دل  هینظر  ن یتفاو  در سردت نقاط مختلف سط  است و ا   یصرفاً به دل  شدهتجربه 

دارد.    یکینامیرودیآ  یهاهینظر  ریسا  ان یم  دررا    یتورهقاب   گاه یرا  ره، یو غ   ی رار  یسازنه یر  مسائ  مربوط به به  یبرا  ازین

مسط  که    یهاستون یاز پ   یامجموده   دنوانبه  توانیرا م  یسط  ارتعاش   کیاست که    نیا  ستونیپ   یپشت تئور  یاص  اساس

  ترساده  یسازه را به ارزا  دهیچیهندسه پ   کردیرو  ن یکرد. ا  یسازمدل  کنند، یمختلف ررکت م  یهابا سردت  گریکدی  موازا به

از تئور  نی. در اکندیتر م ساده  یاضیر  یسازه یو شب  یسازمدل  یبرا   ن ی. در اشده استمرتبه اول استفاده    ستونیپ   یمطالعه 

  ن یهوا ورود دارد. با ا  کیورق تنها فشار استات   گر یو در  رف د  کند یورق دبور م  یفقط از رو  ان یکه رر  شده است مطالعه فر   
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∞𝑀     یبرا  یتئور  ن ی. اشودیم   انیهوا ب  یکیو استات  یکینامیاختلاف فشار د  صور بهوارد به ورق    یفر ، فشار خارر > √2  

 :شده است یبندفرمول  ریز صور به یفشار خارر نیادتبار است. ا یدارا

(6 )  
𝑝𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −

𝜌𝑎𝑉∞
2

√𝑀∞
2 − 1

{
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (

𝑀∞
2 − 2

𝑀∞
2 − 1

)
1

𝑉∞
 
𝜕𝑤

𝜕𝑡
} 

 سیال - معادله کوپل شده سازه -2-4

ا مرتبه اول تحت دنوان    ستونیپ   یکینامیرودیآ  یررکت ورق با فر  استفاده از مدل بارگذار  ییقسمت معادله نها  نیدر 

 : شودیم انیب ری ز صور به "الیس-شده سازهمعادله کوپ "

(7)  
𝐷 (

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
) + 𝜌ℎ

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2

+
𝜌𝑎𝑉∞

2

√𝑀∞
2 − 1

{
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ (

𝑀∞
2 − 2

𝑀∞
2 − 1

)
1

𝑉∞
 
𝜕𝑤

𝜕𝑡
} = 0 

معرف چگالی ورق، ضخامت ورق، چگالی رریان هوا، سردت رریان  بیبه ترت ∞𝑀و  ∞𝜌 ،ℎ  ،𝜌𝑎 ،𝑉پارامترهای  با    در معادله

برای ر    شود.به ورق وارد می  xکه رریان هوا در راستای    شده استباشند. در این رابطه فر   هوا و ددد ماخ رریان هوا می

شود. متغیر این معاد   همان متغیر  زیر استفاده می  صور بهکردن این معادله در روزه فرکانس، از روش رداسازی متغیرها  

 شود:زیر انجام می صور بهخیز ورق است. رداسازی این متغیر 

(8)  𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑊(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡 

,𝑝(𝑥تابع    کهییازآنجاو   𝑦, 𝑡)    در تئوری مرتبه اول پیستون بررسب تابع𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)    رداسازی   توانیم،  شده استنوشته

 زیر نشان داد:  صور بهمتغیرها در این تابع را 

(9)  𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡 

 شود:زیر رداسازی می صور به، معادله کوپ  شده سازه سیال 9و  8رال با استفاده از روابط 

(10)  
𝐷 (

𝜕4𝑊

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑊

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑊

𝜕𝑦4
) 𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝜌ℎ𝑊(𝑖𝜔)2𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡  

(11)  
→ (

𝜕4𝑊

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑊

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑊

𝜕𝑦4
) −

1

𝐷
𝑃(𝑥, 𝑦) =

𝜌ℎ𝜔2

𝐷
𝑊 

 روند: بعد کردن معادله با  به کار میروابط زیر برای بی

(12)  

(

 
 
 

𝑥

𝑋
= 𝐿𝑥

𝑦

𝑌
= 𝐿𝑦

𝐿𝑥

𝐿𝑦
= ∅

)

 
 
 
→ (

𝑑𝑟𝑥 = 𝐿𝑥
𝑟(𝑑𝑟𝑋)

𝑑𝑟𝑦 = 𝐿𝑦
𝑟(𝑑𝑟𝑌)

) 

 شود: بعد میزیر بی صور بهسیال -کوپ  شده سازه معادله با استفاده از روابط با ، 

(13)  
→ (

𝜕4𝑊

𝜕𝑋4
+ 2

𝐿𝑥
2

𝐿𝑦
2

𝜕4𝑊

𝜕𝑋2𝜕𝑌2
+
𝐿𝑥

4

𝐿𝑦
4

𝜕4𝑊

𝜕𝑌4
) − (

𝐿𝑥
4

𝐷
)𝑃(𝑥, 𝑦) = (

𝐿𝑥
4𝜌ℎ𝜔2

𝐷
)𝑊 

(14)  
→ (

𝜕4𝑊

𝜕𝑋4
+ 2∅2

𝜕4𝑊

𝜕𝑋2𝜕𝑌2
+ ∅4

𝜕4𝑊

𝜕𝑌4
) − (

𝐿𝑥
4

𝐷
)𝑃(𝑥, 𝑦)

= (
𝐿𝑥

4𝜌ℎ𝜔2

𝐷
)𝑊 

 شود: زیر نمایش داده می صور به xx=Lیا  x=0برای شرایط مرزی ورق در لبه  ها آن بعد سازی  رداسازی متغیرها و بی
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(1۵)  

𝐹𝑟𝑒𝑒 →

{
 
 

 
 (∅2

𝜕2𝑊

𝜕𝑋2
+ 𝜗 

𝜕2𝑊

𝜕𝑌2
) = 0

(∅2
𝜕3𝑊

𝜕𝑋3
+ (2 − 𝜗) 

𝜕3𝑊

𝜕𝑌2𝜕𝑋
) = 0

 

(16 )  
𝑆𝑖𝑚𝑝𝑙𝑒 → {

𝑊 = 0

(∅2
𝜕2𝑊

𝜕𝑋2
+ 𝜗 

𝜕2𝑊

𝜕𝑌2
) = 0

 

(17)  
𝐶𝑙𝑎𝑚𝑝 → {

𝑊 = 0
𝜕𝑊

𝜕𝑋
= 0

 

 شود:زیر انجام می صور به این فرآیند برای معادله پیستون مرتبه اول 

(18)  𝑝𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑒
𝑖𝜔𝑡 = 

−
𝜌𝑎𝑉∞

2

√𝑀∞
2 − 1

{𝑒𝑖𝜔𝑡
𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ (

𝑀∞
2 − 2

𝑀∞
2 − 1

)
1

𝑉∞
𝑒𝑖𝜔𝑡𝑊(𝑖𝜔)} 

(19)  
→ 𝑃(𝑥, 𝑦) = −

𝜌𝑎𝑉∞
2

√𝑀∞
2 − 1

{
𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ 𝑖𝜔 (

𝑀∞
2 − 2

𝑀∞
2 − 1

)
1

𝑉∞
𝑊} 

 : شود، معادله پیستون مرتبه اول به شک  زیر بازنویسی میزیر صور بهبا تعریف ددد ماخ 

(20)  
𝑀∞ =

𝑉∞
𝐶𝑎
→ 𝑉∞ = 𝐶𝑎𝑀∞ 

(21)  
𝑃(𝑥, 𝑦) =  [−

𝜌𝑎𝐶𝑎
2𝑀∞

2

𝐿𝑥√𝑀∞
2 − 1

𝜕𝑊

𝜕𝑋
] + 𝑖𝜔 [−

𝜌𝑎𝐶𝑎𝑀∞(𝑀∞
2 − 2)

(𝑀∞
2 − 1)

1.5 𝑊] 

مرز فلاتر در شرایطی قرار دارد    که ییازآنجاباشد.  کننده ورق توسط رریان هوا می  رمله موهومی این معادله معرف رمله میرا

زیر    صور به کرد. پس نظریه پیستون مرتبه اول    نظرصرفتوان از این رمله  که میرایی سازه صفر است )ررکت هارمونیک(، می

 شود:نوشته می

(22)  
𝑃(𝑥, 𝑦) =  [−

𝜌𝑎𝐶𝑎
2𝑀∞

2

𝐿𝑥√𝑀∞
2 − 1

𝜕𝑊

𝜕𝑋
] 

 شود:می نوشتهزیر  صور بهسیال - معادله کوپ  شده سازه تیدرنها

(23)  
→ (

𝜕4𝑊

𝜕𝑋4
+ 2∅2

𝜕4𝑊

𝜕𝑋2𝜕𝑌2
+ ∅4

𝜕4𝑊

𝜕𝑌4
) − (

𝐿𝑥
4

𝐷
) [−

𝜌𝑎𝐶𝑎
2𝑀∞

2

𝐿𝑥√𝑀∞
2 − 1

𝜕𝑊

𝜕𝑋
]

= (
𝐿𝑥

4𝜌ℎ𝜔2

𝐷
)𝑊 

(24)  
→ (

𝜕4𝑊

𝜕𝑋4
+ 2∅2

𝜕4𝑊

𝜕𝑋2𝜕𝑌2
+ ∅4

𝜕4𝑊

𝜕𝑌4
) + 𝑃𝑢

𝜕𝑊

𝜕𝑋
= ℷ4𝑊 

رابطه ترت  𝑃𝑢و  ℷ   با   در  زیر تعریف    صور بهباشند که  فرکانس بدون بعد ورق و فشار دینامیکی بدون بعد هوا می  بیبه 

 شوند: می

(2۵)  
𝑃𝑢 = (

𝐿𝑥
3

𝐷
)
𝜌𝑎𝐶𝑎

2𝑀∞
2

√𝑀∞
2 − 1
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(26 )  

𝜆 = ((
𝐿𝑥

4

𝐷
) (𝜌ℎ𝜔2))

1
4

 

 آید: می به دستزیر  صور  به( 𝜔، مقادیر فرکانس ورق )𝜆، با داشتن مقادیر  با   بق رابطه

(27)  
𝜔 = √

𝐷

𝜌ℎ
(
𝜆

𝐿𝑥
)
2

 

 DQMروش عددی   -2-5

   یفرانسید  مربعا   تفاض   روششود.  پرداخته می  معادله راک  بر مسئلهبرای ر     DQM  این قسمت به شرح روش دددیدر  

(DQM  )یرزئ   یفرانسید  معاد     ر   یبرا  که  است  قدرتمند  یددد  کیتکن  کی  (9PDEs  )ول  در  این روش  .شودیم   استفاده   

 مجموع   از  استفاده  با  تابع  کی  مشتقا   بیتقر  با  DQM.  است  کرده  دایپ زیادی    تیمحبوب  ،با   یر یپذقیتطب  و  دقت   یدل  به  هاسال

   یتبد  اولی مرتبه  ربر  معاد    به  ها   PDE  کار،   نیا  انجام  با .  کندیم   کار  شبکه  کی  یروبر    گسسته   نقاط   در  تابع   ریمقاد   یوزن

 ی اچندرمله یابی با استفاده از  درون  .شوند می  ر قاب   یرارتبه  استاندارد  یخط  ربر  یهاک یتکن  از  استفاده  با  سپس  و  شوندمی

 : شده استنقطه زیر داده  nباشد. فر  کنید  گرانژ، زیربنای ریاضیاتی در این روش می

(𝑥1, 𝑓1), (𝑥2, 𝑓2), (𝑥3, 𝑓3), . . . . . , (𝑥𝑖 , 𝑓𝑖), . . . . . (𝑥𝑛 , 𝑓𝑛) 

 شود: زیر تعریف می  صور بهای که بتواند از این نقاط دبور کند   n-1ای مرتبه چندرمله 

(28)  
𝑓 =∑𝐿𝑖(𝑥)𝑓𝑖

𝑛

𝑖=1

 

زیر تعریف    صور بههستند و    n-1هایی از درره  اینامند که چندرمله ای  گرانژ میچندرمله   nرا    𝐿𝑖(𝑥)تابع   n،  با    در تابع

 شوند: می

(29)  
𝐿𝑖(𝑥) = ∏

(𝑥 − 𝑥𝑗)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

𝑛

𝑗=1,𝑗≠𝑖

 

 شود:زیر نشان داده می  صور به ای  گرانژ است که  گیرد، مشتق چندرمله مورد استفاده قرار می  DQMدبارتی که برای روش  

(30)  
𝑓(𝑥) =∑(

∏ (𝑥 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1,𝑘≠𝑗

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1,𝑘≠𝑗

)

𝑁

𝑗=1

𝑓𝑗 =∑𝐿𝑗(𝑥)

𝑁

𝑗=1

𝑓𝑗 

(31)  
→
𝑑𝑟𝑓

𝑑𝑥𝑟
=∑

𝑑𝑟𝐿𝑗(𝑥)

𝑑𝑥𝑟

𝑁

𝑗=1

𝑓
𝑗
 

 شود:زیر محاسبه می صور به xنسبت به  𝐿𝑗(𝑥)مشتق مرتبه اول 

(32)  

𝐴𝑖𝑗 =
𝑑𝐿𝑗(𝑥)

𝑑𝑥
|
𝑥𝑖

=

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1
𝑘≠𝑖,𝑗

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑁
𝑘=1
𝑘≠𝑗

     𝑖 ≠ 𝑗

∑
1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
     𝑖 = 𝑗

𝑁

𝑘=1
𝑘≠𝑖

 

 
9 partial differential equations 
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(33)  
→
𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
|
𝑥𝑖

=∑ 𝐴𝑖𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑓
𝑗
 

 شود: زیر بیان می صور به  با  فرم ماتریسی رابطه

(34)  
{
𝑑𝑓

𝑑𝑥
} = [𝐴]𝑁×𝑁{𝑓}𝑁×1 = [

𝐴11 ⋯ 𝐴1𝑁
⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑁1 ⋯ 𝐴𝑁𝑁

] {𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑁}
𝑇 

 شود: زیر بیان می صور بهاین فرم برای مشتقا  با تر 

(3۵)  
{
𝑑𝑟𝑓

𝑑𝑥𝑟
} = [𝐴]{

𝑑𝑟−1𝑓

𝑑𝑥𝑟−1
} = [𝐴]𝑟{𝑓} 

 و باشد. توزیع غیریکنواخت چبیشفروی مدل می( نیاز به تعریف و توزیع نقاط نمونه [𝐴]برای ایجاد ماتریس ضرایب وزنی ) 

 شود:زیر نوشته می صور بهباشد y و xتابعی از  fبرای رالتی که های ضرایب وزنی  ماتریس

(36 )  
𝑥𝑖 =

1

2
{1 − cos (

𝑖 − 1

𝑛 − 1
𝜋)}      𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 

(37)  
𝑦𝑖 =

1

2
{1 − cos (

𝑖 − 1

𝑚 − 1
𝜋)}      𝑖 = 1,2,3, … ,𝑚 

 

(38)  

𝐴𝑖𝑗
𝑥 =

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝑛
𝑘=1
𝑘≠𝑖,𝑗

∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑛
𝑘=1
𝑘≠𝑗

     𝑖 ≠ 𝑗

∑
1

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
     𝑖 = 𝑗

𝑛

𝑘=1
𝑘≠𝑖

→ [𝐴𝑥]𝑛×𝑛 = [
𝐴1.1
𝑥 ⋯ 𝐴1.𝑛

𝑥

⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑛.1
𝑥 ⋯ 𝐴𝑛.𝑛

𝑥
]

𝑛×𝑛

 

(39)  

𝐴𝑖𝑗
𝑌 =

{
 
 
 

 
 
 
∏ (𝑦𝑖 − 𝑦𝑘)
𝑚
𝑘=1
𝑘≠𝑖,𝑗

∏ (𝑦𝑗 − 𝑦𝑘)
𝑚
𝑘=1
𝑘≠𝑗

     𝑖 ≠ 𝑗

∑
1

(𝑦𝑖 − 𝑦𝑘)
     𝑖 = 𝑗

𝑚

𝑘=1
𝑘≠𝑖

→ [𝐴𝑦]𝑚×𝑚 = [
𝐴1.1
𝑦

⋯ 𝐴1.𝑚
𝑦

⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑚.1
𝑦

⋯ 𝐴𝑚.𝑚
𝑦

]

𝑚×𝑚

 

 شود: سازی میپیاده برای رملا  مختلف از معادله زیر صور به DQMروش  تیدرنها

(40)  

{

𝑤𝑖𝑗 = 𝑤(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)

𝑖 = 1,2, … , 𝑛
𝑗 = 1,2, … ,𝑚

→

{
  
 

  
 

𝑑𝑟𝑤

𝑑𝑥𝑟
= [𝐴𝑥]𝑛×𝑛

(𝑟)
[𝑤]𝑛×𝑚

𝑑𝑠𝑤

𝑑𝑦𝑠
= [𝑤]𝑛×𝑚([𝐴

𝑦]𝑚×𝑚
(𝑠)

)𝑇

𝑑𝑟+𝑠𝑤

𝑑𝑥𝑟𝑑𝑦𝑠
= [𝐴𝑥]𝑛×𝑛

(𝑟)
[𝑤]𝑛×𝑚([𝐴

𝑦]𝑚×𝑚
(𝑠)

)𝑇

 

 DQMحل معادله به روش   -2-6

 شود:سیال به فرم زیر نوشته می-با استفاده از این روش ر ، معادله کوپ  شده سازه 
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(41)  [𝐴𝑥]4
𝑛×𝑛

[𝑊]𝑛×𝑚 + 2∅
2[𝐴𝑥]2

𝑛×𝑛
[𝑊]𝑛×𝑚[𝐴

𝑦]2
𝑚×𝑚

𝑇

+ ∅4[𝑊]𝑛×𝑚[𝐴
𝑦]2

𝑚×𝑚

𝑇
+ 𝑃𝑢[𝐴

𝑥]𝑛×𝑛[𝑊]𝑛×𝑚

= ℷ4[𝑊]𝑛×𝑚 

بتوان ماتریس    آنکهو برای  است  به فرم ماتریس بیان شده    DQMپس از ادمال روش ر  دددی    (𝑊در این معادله، خیز ورق ) 
[𝑊]𝑛×𝑚    مقدار ویژه استاندارد نوشت، باید از ضرب کرونیکر به فرمت شرح    مسئلهفاکتور گرفت و معادله را به فرم  از معادله  را

 . شودداده شده در زیر استفاده 

 : شودیمزیر تعریف  صور به ، ورق روی  شدهمشخصماتریس خیز متناسب با توزیع نقاط 

(42)  

[𝑤]𝑛×𝑚 = [

𝑤1.1 ⋯ 𝑤1.𝑚
⋮ ⋱ ⋮

𝑤𝑛.1⏟
𝑢1

⋯ 𝑤𝑛.𝑚⏟
𝑢𝑚

] = [𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑚] 

 شود: زیر تعریف می صور به 𝑢𝑗که در آن هر بردار 

(43)  
𝑢𝑗 = {

𝑤1𝑗
⋮
𝑤𝑛𝑗

} =  ستون  𝑗ام ماتریس  خیز 

 شود: زیر تعریف می صور بهخیز ورق  بردارسپس 

(44)  

{𝑢}𝑛𝑚×1 =

{
 

 
𝑢1
𝑢2
⋮

𝑢𝑚−1
𝑢𝑚 }

 

 

𝑛𝑚×1

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑤1.1
𝑤2.1
⋮

𝑤𝑛.1
⋮
⋮

𝑤1.𝑚
𝑤2.𝑚
⋮

𝑤𝑛.𝑚}
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑛𝑚×1

 

 باشد: زیر می صور بهکرونیکر  ، با استفاده از ضرب در یک معادله زیخ برداربه  زیخ س یماترقادده تبدی   

(4۵)  [𝑎][𝑤][𝑏] ≡ ([𝑏]𝑇⨂[𝑎]){𝑢} 

شود. مثال زیر نحوه دملکرد نمایش داده می  ⊗کرونیکر است که با دلامت    شود، ضربضربی که در رابطه با  مشاهده می

 دهد: میاین ضرب را نشان 

(46 )  

[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

] ⊗ [

𝑏11
𝑏21

𝑏12
𝑏22

𝑏31 𝑏32

] =

[
 
 
 
 
 
𝑎11𝑏11
𝑎11𝑏21

𝑎11𝑏21
𝑎11𝑏22

𝑎11𝑏31 𝑎11𝑏32

𝑎12𝑏11
𝑎12𝑏21

𝑎12𝑏21
𝑎12𝑏22

𝑎12𝑏31 𝑎12𝑏32
𝑎21𝑏11
𝑎21𝑏21

𝑎21𝑏21
𝑎21𝑏22

𝑎21𝑏31 𝑎21𝑏32

𝑎22𝑏11
𝑎22𝑏21

𝑎22𝑏21
𝑎22𝑏22

𝑎22𝑏31 𝑎22𝑏32]
 
 
 
 
 

 

 شود:سیال با استفاده از قوادد ضرب کرونیکر به فرم زیر نوشته می-معادله کوپ  شده سازه سپس 

(47)  ([I]m×m⨂[D
x]n×n)nm×nm{u}nm×1

+ 2∅2([By]m×m⨂[B
x]n×n)nm×nm{u}nm×1

+ ∅4([Dy]m×m⨂[I]n×n)nm×nm{u}nm×1

+ Pu([I]m×m⨂[A
x]n×n)nm×nm{u}nm×1

= ℷ4([I]m×m⨂[I]n×n)nm×nm{u}nm×1 

(𝑚⨂[𝐼]𝑛[𝐼])، 47در رابطه  = [𝐼]  با فاکتور گرفتن   47است. در ادامه رابطه{u}nm×1 شود:زیر بازنویسی می صور به 
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(48)  [[I]m×m⨂[D
x]n×n + 2∅

2[By]m×m⨂[B
x]n×n + ∅

4[Dy]m×m⨂[I]n×n

+ Pu[I]m×m⨂[A
x]n×n]nm×nm{u}nm×1 = ℷ

4{u}nm×1 

 . به این صور  که:شده استشود که مسئله مقدار ویژه تشکی  با مشاهده رابطه با  مشخص می

(49)  [𝑍]𝑛𝑚×𝑛𝑚{𝑢}𝑛𝑚×1 = ℷ
4{𝑢}𝑛𝑚×1 

(۵0)  [𝑍]𝑛𝑚×𝑛𝑚 = [I]m×m⨂[D
x]n×n + 2∅

2[By]m×m⨂[B
x]n×n

+ ∅4[Dy]m×m⨂[I]n×n + Pu[I]m×m⨂[A
x]n×n 

شوند که برای ر  نهایی مسئله، این  میشرایط مرزی مسئله نیز مانند روش یاد شده به یک ماتریس شرایط مرزی تبدی   

 ادغام شود.  49ماتریس شرایط مرزی باید با معادله 

 نتایج  -3

شود، سپس نتایج موردنظر برای شرایط با منابع مورود بررسی می  شده استفادهدر این قسمت ابتدا صحت نتایج روش ر   

 شود. ارائه می CFCFمرزی 

 بررسی صحت نتایج  -3-1

  ،یمرزطیشرا  سیادمال ماتر  یبرا  ینکته توره کرد که انتخاب نقاط مرز  نیبه ا  دی، با ورق   ی عی ب  یهافرکانس  یقب  از بررس

  شودیم انیفر  کرد ب یل یدر ورق مستط ینقاط مرز یبرا توانیکه م یمختلف یها. ابتدا رالتباشدیرالت نم کیفقط شام  

به    دیاست که با   ییهاهیمربوط به تعداد    ،یانتخاب نقاط مرز  یمختلف برا  یها. رالتگرددیم  خابرالت انت  نیو سپس بهتر

  ینقاط مرز  عیرالت اول: توز.  شودیم   یرالت بررس  2  ،یمناسب از نقاط مرز  یهاهیانتخاب تعداد    ینقاط اختصاص داد. برا  نیا

فرکانس  بیعی اول ورقی از رنس آلومینیوم   4بررسی، . در این هیدو  صور به ینقاط مرز عی رالت دوم: توز. هی کی صور به

و شرایط مرزی   mm 1، ضخامت  m 1با  ول و در     0.35و ضریب پواسون    kg/m 32700، چگالی   GPa  70با مدول یانگ  
10SSSS  نقطه در راستای   100الی  10در دو رالت توزیع نقاط مرزی برای تعداد نقاطx  وy گیرد.مورد بررسی قرار می 

 

 هیلاکی صورتبه ینقاط مرز عیتوز یاول ورق برا یعیچهار فرکانس طب 2شکل 

 
10 Simple-simple-simple-simple 
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 هیدولا  صورتبه ینقاط مرز عیتوز یاول ورق برا یعیفرکانس طب سه 3شکل 

نقاط مرزی برای ر  مسئله مناسب است. انتخاب درست این تعداد  یه نقاط   هیدو این دو رالت توزیع نقاط، تعداد از بین 

در    شدهارائهاز روش تحلیلی    آمده دستبههای  با فرکانس  DQMاز روش    آمده دستبههای  فرکانس  سهیمقاتوان در  مرزی را می

 در قالب ردول زیر مشاهده کرد:  [9]مررع 

 SSSS یمرز طیشرا ی برا DQMو روش  یلیروش تحل نیب  یعیطب یهافرکانس سهیمقا:1جدول 

   DQMدرصد اختلاف روش 

 نسبت به نتایج تحلیلی 

 ورق  یهافرکانس

 ه یدو  عیتوز در DQMاز 

 های ورقفرکانس

 از ر  تحلیلی
 فرکانس  شماره

 اول  فرکانس  4.9292 4.929۵ 0.006%

 دوم  فرکانس  12.3237 12.3237 0%

 سوم فرکانس  19.7180 19.7180 0%

 چهارم فرکانس  24.647۵ 24.647۵ 0%

  یو ر  تحلیل  DQMتفاوتی بین ر  به روش    دملاًگویای این موضوع است که    ،1ردول  از    آمدهدستبه درصد اختلاف  

است. برای آنکه ا مینان راص  شود که توزیع دو یه نقاط مرزی برای   DQMی دقت با ی روش  دهندهورود ندارد و این نشان

مرزی دیگر مقایسه  افزار آباکوس برای شرایطمرزی نیز صادق است، نتایج راص  از این روش با نتایج راص  از نرم دیگر شرایط

 شوند:شود. این نتایج در قالب ردول زیر ارائه میمی

 مختلف  یمرز طیشرا  یو روش المان محدود در آباکوس برا DQMروش  نیب سهیمقا: 2جدول  

 DQMدرصد اختلاف نسبت به 
 Abaqusنتایج 

 نقطه  30با 

 DQMنتایج 

 نقطه  30با 
 مرزی شرایط  شماره فرکانس 

 اول  فرکانس  4.929۵ 4.934 0.09%

SSSS 
 دوم  فرکانس  12.3237 12.372 0.39%

 سوم فرکانس  19.7180 19.791 0.37%

 چهارم فرکانس  24.647۵ 24.907 1.0۵%

 اول  فرکانس  8.9866 9.007۵ 0.23%
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 دوم  فرکانس  18.3287 18.4۵3 0.67%
11CCCC 0.60% 27.189 27.02۵1  سوم فرکانس 

 چهارم فرکانس  32.8۵98 33.362 1.۵2%

 اول  فرکانس  0.9711 1.6998 7۵%

12CCFF 
 دوم  فرکانس  ۵.۵478 ۵.8609 ۵.64%

 سوم فرکانس  6.0929 6.6346 8.89%

 چهارم فرکانس  10.8637 11.7۵3 8.18%

 اول  فرکانس  ۵.9232 ۵.9493 0.44%

13CCCF 
 دوم  فرکانس  9.9216 9.9410 0.19%

 سوم فرکانس  1۵.6962 1۵.8۵0 0.97%

 چهارم فرکانس  19.1038 19.206 0.۵3%

 اول  فرکانس  0.۵187 شناسایی نشد  نامشخص

14CFFF 

 دوم  فرکانس  0.81۵9 0.8634۵ ۵.82%

 سوم فرکانس  شناسایی نشد  2.0672 نامشخص

 چهارم فرکانس  ۵.3۵70 ۵.2۵1۵ 1.96%

 پنج   فرکانس  6.4324 6.7۵2۵ 4.97%

 اول  فرکانس  ۵.۵0۵۵ ۵.۵323 0.48%

15CFCF 
 دوم  فرکانس  6.4986 6.۵2۵2 0.40%

 سوم فرکانس  10.7676 10.782 0.13%

 چهارم فرکانس  1۵.2042 1۵.362 1.03%

  DQMاز دقت قاب  قبولی برخوردار هستند. در بیشتر موارد، درصد اختلاف میان    2ردول  در    شدهیبررسمرزی  شرایطتمامی  

  2ردول  مقداری اختلاف نتیجه ورود دارد. با مشاهده    CFFFو    CCFFمرزی    درصد است. فقط در دو شرایط  1و آباکوس زیر  

  CCFFفرکانس اول رالت    رازیغ بهدرصد است )  9تا    ۵بین    معمو ً  CFFFو    CCFFشود که درصد اختلاف در شرایط  مشخص می

توان از این  و مقدار آن نزدیک به صفر است، می  شودیمدرصد اختلاف ورود دارد و از آنجایی فرکانس اول ورق محسوب    7۵که  

هرتز در    0.8تر از  ورود دارد و آن پیدا شدن یک فرکانس پایین  CFFFکرد(. همچنین یک اختلاف در رالت    نظرصرفاختلاف  

  کهییازآنجااست. )مشاهده نشده    ها آنهای مقاب   هرتز در نتایج آباکوس است که در روش  0.8و یک فرکانس با تر از    DQMروش  

 کرد(. نظرصرف هاآنتوان از نزدیک به صفر هستند، می باًیتقرها این فرکانس

 CFCFمرزی    نتایج بررسی فلاتر در شرایط -2-3

  0.35و ضریب پواسون    kg/m 32700، چگالی   GPa  70آلومینیوم با مدول یانگ  سردت فلاتر در ورقی از رنس    قسمت  نیدر ا

 kg/m 31.225و شرایط روی سط  آزاد دریا با چگالی رریان هوا    CFCFمرزی    در شرایط  mm 5ضخامت    و   m 1 ول و در     با 

 انتخاب   رهتن یازاشود. این مشخصا  هندسی، مکانیکی و روی برای تعیین سردت فلاتر  بررسی می  m/s 343و سردت صو   

شود و شرایط روی سط  آزاد دریا برای انجام آزمایش سردت پیدا می  یرارتبه است که ورقی با این مشخصا  در بازار    شده

فرکانس  بیعی اول ورق    ۵فراه  شود. قب  از بررسی سردت فلاتر، ابتدا همگرایی    یرارتبهتواند  فلاتر توسط سایر محققان می

 
11 Clamp-clamp-clamp-clamp 
12 Clamp-clamp-free-free 
13 Clamp-clamp-clamp-free 
14 Clamp-free-free-free 
15 Clamp-free- Clamp -free 
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 شود:زیر بررسی می صور بهبا شرایط هندسی و مکانیکی یاد شده 

 

 هیدولا صورتبه ینقاط مرز عیتوز یاول ورق برا یعیپنج فرکانس طب 4شکل 

نقطه    1۵بعد از توزیع    ادشدهیفرکانس  بیعی اول ورقی با مشخصا     ۵برای    آمدهدستبه، مقادیر  4شک    بق نتایج نمودار  

های مختلف رریان  ای در سردتهای سازه. در ادامه نتایج راص  از بررسی این فرکانساندشدهبه بعد به یک ددد مشخص همگرا  

 شود. زیر استخراج می صور بهسیال بر روی ورق 

 

 های ورق مستطیلی روی لبه  CFCFنمایش شرایط مرزی  5شکل 

 
  یکینامید برحسب فشار ورقمود اول  4میرایی نمودار  6 شکل

   CFCFمرزی  در شرایط  بدون بعد

 
 یکینامید مود ورق برحسب فشار 4نمودار فرکانس  7 شکل

 CFCFمرزی  در شرایط  بدون بعد

کوپ  شدن مود سوم و چهارم ورق در فرکانس    مورببهشود که اولین پدیده فلاتر  این نتیجه راص  می  7  شک با مشاهده  
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ها با مشاهده  رخ داده است. صحت وقوع پدیده فلاتر در این کوپ  شدگی فرکانس 617هرتز و فشار دینامیکی بدون بعد   64.9۵

که دددی نزدیک به    614.4شود.  بق این نمودار، میرایی سازه در ورق در فشار دینامیکی بدون بعد  راص  می  6  شک نمودار  

 شوند: زیر رس  می صور بهاست، ایجاد شده است. دو نمودار با  بررسب ددد ماخ  617

 
جریان   برحسب عدد ماخ مود اول ورق 4میرایی نمودار : 8 شکل

 CFCF یمرز طیدر شرا هوا

 
عدد ماخ جریان هوا  مود ورق برحسب  4نمودار فرکانس : 9 شکل

 CFCF یمرز طیدر شرا

نمایش داده    2ماخ اتفاق افتاده است. در این نمودار، ادداد ماخ کمتر از    3.39۵، اولین پدیده فلاتر در  9  شک و    8  شک  بق  

های انجام گرفته بر روی ورقی با مشخصا   تعریف نشده است.  بق بررسی  2نشده است، زیرا نظریه پیستون برای ماخ کمتر از 

 افتد. باشد، اتفاق میماخ می 3.39۵که معادل   6.17ذکر شده، اولین پدیده فلاتر در فشار دینامیکی بدون بعد 

 گیری نتیجه -3-3

 گرفت که: جهینت توانیمقاله، م  نی مطالعه انجام شده در ابا توره به 

مدل    دنوانبهو استفاده از نظریه پیستون مرتبه اول    استخراج معادله ررکت ورق  یبرا  رشهفیورق ک  ا یاستفاده از فرض .1

 را به همراه دارد. ی ، دقت خوبآیرودینامیکی

از روش ددد .2 را فراه     یاز قب  ییایمزا  ،یسیماتر  صور به  DQM  یاستفاده  با  در ر  مسئله فلاتر  دقت و سردت 

از نقاط مرزی  هیدو  با انتخاب  کهی  ور به انتخاب شود. ینقاط مرز یبرا یمناسب یها هیکه تعداد   یبه شر  کند،یم

 SSSSبا ر  تحلیلی ورقی در شرایط مرزی    DQMاز کد متلب به روش    آمدهدستبههای  برای ر  معادله، فرکانس

 برابر صفر است. باً یتقرفرکانس اول  4کند و خطای آن برای برابری می

سط  آزاد   طیدر شرا  ، متریلیم  ۵متر و ضخامت    1ابعاد  ول و در     با  ومینیرنس آلوم  از  یورق   ها،یبر اساس بررس .3

با شرا  ایدر بعد    ی کینامی، در فشار دCFCF  یمرز  طیو  با    3.39۵)معادل    61۵بدون  مواره    ده یپداولین  ماخ(،  فلاتر 

 . شودیم

به همراه    DQMو روش    ، نظریه پیستون مرتبه اولرشهفیورق ک  ا یاستنباط کرد که استفاده از فرض  توانیم  جینتا  نیا  از

 است.  قیموردنظر، مناسب و دق طی فلاتر در شرا  دهی پد یبررس یمشخص شده، برا ومینیابعاد ورق آلوم
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