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K E Y W O R D S  

 

A B S T R A C T  

Non-uniform beam 

Inhomogeneous beam 

Free vibration  

Exact solution 

In this research, the frequency characteristic equation for some non-uniform and homogeneous 

beams based on Euler-Bernoulli beam theory is presented in closed analytical form. At both ends, 

the beam carries objects with deviations from the center, mass moment of inertia and linear and 

rotational elastic constraints. Therefore, the closed analytical characteristic equation has the ability 

to provide frequency parameters for a wide range of non-classical boundary conditions. Solving 

the governing differential equation and applying boundary conditions leads to the solution of an 

eigenvalue problem. Since the beam is non-uniform, the exact solution of the governing 

differential equation depends on finding a closed analytical solution for the beam deflection. 

Therefore, a limited type of non-uniform beams can be accurately solved. In order to verify the 

validity and accuracy of the presented relationships, the results of the method presented in this 

research have been compared with the existing results for uniform beams. Also, the mode shapes 

of the deflection are given for a beam sample. 

Extended Abstract 

 Introduction 

eam-type structures have been widely used in practice in civil, mechanical, automotive, and aerospace engineering  

applications, such as in  structural systems, automobile frames, and aircraft components. These structures are typically 

non-uniform and non-homogeneous beams. Hence, laminated composite beams and axially functionally graded beams 

due to their special characteristics, such as high stiffness and thermal resistance have been widely used in many fields of 

engineering such as in turbine blades, airplane wings and other mechanical structures. Many researches have been conducted 

to investigate the behavior of free vibrations of all types of beams in terms of type of material, type of boundary conditions, 

and type of cross section. The studies related to them can be classified into four groups: 1: homogeneous beams with classical 

boundary conditions, 2: homogeneous beams with non-classical boundary conditions, 3: functionally graded beams or 

inhomogeneous with classical boundary conditions, 4: functionally graded beams or inhomogeneous with non-classical 

boundary conditions. In the following, the literature of the subject will be reviewed according to the mentioned groups. The 
first group: Abrate [1] presented exact solutions to a new class of tapered rods and beams by showing that for some non-uniform 

rods and beams the equation of motion can be transformed into equation of motion for uniform rod or beam.  Zhou and Cheung 
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[2] considered the transverse vibration of truncated taper beams with variable rectangular cross-section using the Rayleigh-

Ritz method. More accurate solution to explore the free vibration characteristic of tapered Euler-Bernoulli beams have been 

presented by Lee and Lee [3] using Differential Transformation and Frobenius methods. Kim et al. [4] developed a state-vector 

equation method (SVEM)-based spectral element method (SEM) to study axial vibration of non-uniform rods, and transverse 

vibration of beams modeled according to both Euler-Bernoulli and Timoshenko theories. The second group: Lai et.al. [5] 

investigated the free vibration of non-uniform and homogeneous beam with non-classical boundary condition by using the 

Modified Adomian Decomposition Method. Using a power series expansion for the roots of the characteristic equation, the 

natural frequencies of a cantilevered Euler–Bernoulli beam with an end rigid mass are computed by Lajimi and Heppler [6]. 

Transverse vibration of free–free slender beams carrying two tip masses investigated by Shi et.al.[7]. An exact frequency 

equation is derived and the natural frequencies are calculated. Fernandes et.al.[8] studied the transverse vibrations of uniform 

Euller-Bernoulli beam with non-classical boundary conditions. Malaeke and Moeenfard [9] studied large amplitude flexural-

extensional free vibration of non-uniform vertical cantilever beam carrying an axially and transversely eccentric tip mass with 

rotary inertia. Celik [10] used Chebyshev Wavelet Collocation Method to consider vibration of non-uniform beams with various 

boundary conditions and with flexible end conditions. Ghannadiasl et al. [11] studied the elastically restrained non-uniform 

beam modeled based on the Euler-Bernoulli theory using a Laguerre collocation method. The third group: Huang and Li [12] 

presented a novel approach based on transforming the differential equation of motion for transverse vibration of non-uniform 

Euler-Bernoulli beams into a Freed Holm integral equation. Liu et al. [13] developed new simple models to study the free 

vibrations of axially FG tapered Euler-Bernoulli beams by using Spline Finite Point Method (SFPM). A simple and new model 

for free vibrational analysis of functionally graded beams by using Lagrange equation and modified Spectral Chebyshev method 

have been given by Zhao et al. [14]. Cao et al. [15] applied the asymptotic perturbation approach (APA) to obtain analytical 

expression for the free vibration analysis of non-uniform and non-homogenous beams with different boundary conditions. The 

free vibration analysis of FG non-uniform beam with an edge cracked investigated by Shabani and Cunedioglu [16]. They used 

the Timoshenko beam theory for the finite element analysis and modeled the cantilever beam by 50 layers of material. Sahu et 

al. [17] introduced a generalized finite element approach to investigate the free vibration of an axially FG non-uniform beam. 

Material inhomogeneity assumed to vary according to the power and exponential law. The Forth group: Hein and Feklistova 

[18] studied vibration of non-uniform and functionally graded Euler-Bernoulli beams using Haar wavelet method Using the 

Spectra-Geometric. Sari and Al-Dahidi [19] used the Chebyshev spectral collocation method to consider the free vibration 

behavior of FG non-uniform multiple beams. They assumed that the beams are joined by elastic translational springs, and the 

properties of the beams vary along the axial direction. Using the Spectra-Geometric Method Li et al. [20] studied the free 

vibration of FG arbitrarily non-uniform beam. They expanded the cross-section area and second moment of area of the beam 

into Fourier cosine series to consider any beam with variable cross section. A review on literature reveals that, despite of the 

many methods implemented to solve the vibrations of non-uniform and inhomogeneous beams by a large number of 

researchers, a little attention has been made to present the frequency characteristic equation and its resulted corresponding 

mode shape analytically. The aim of this article, is to present closed analytical form of the frequency characteristic equation to 

obtain the frequency parameters and the mode shape for a special class of non-uniform and inhomogeneous beams with general 

non-classical boundary conditions at both ends. In this regard, the related coefficients to solve eigenvalues and eigenvector for 

beams as follow are presented and tabulated. a: General boundary conditions at both end, b: General boundary conditions at 

one end and classical boundary conditions at the other end and c: Classical boundary conditions at both ends. 

 Theoretical formulation 

As shown in Figure 1, Consider a non-uniform beam system subjected to distributed external force 𝑝 = 𝑝(𝑥. 𝑡)  with a non-

concentrated end masses 𝑀𝑖  and mass moment of inertias 𝐽𝑂𝑖 about the ends of the beam. The center of gravity of masse shown 

by  𝐺𝑖 do not coincide with the points of attachment and are located at a distance  𝑒𝑖 from the points of attachment. The beam 

is elastically supported with the translational and rotational spring stiffnesses  𝐾𝑇𝑖  and  𝐾𝑅𝑖 at both ends respectively. The axial 

coordinate of the beam, the cross-sectional area, modulus of elasticity, cross sectional moment of inertia, mass density, and 

length of the non-uniform beam are denoted by x, 𝐴(𝑥), E(𝒙), I(𝑥), 𝜌(𝒙) and L, respectively. Using Hamilton's principle,   
 

 
Figure 1. Schematic of non-uniform beam with elastically restrained ends and with off-set tip masses 

 

  



3 Kamiar Hosseini-Hashemi, Roohollah Talebitooti, Shahriar Hosseini-Hashemi  

 

Mechanics of Advanced and Smart Materials Journal 3(1) (2023) 1 – 20 
 

 Using Hamilton's principle, the governing differential equation of motion and the boundary condition according to the 

previous work of authors [21] may be written as: 
 

𝑑2

𝑑𝑋2
(𝜇(𝑋)

𝑑2𝑤̂(𝑋)

𝑑𝑋2
) − 𝛽4 𝜂(𝑋)𝑤̂(𝑋) −

𝑝𝐿3

𝐷(0)
= 0 

(1) 

  

(2) 

𝑑2𝑤̂(0)

𝑑𝑋2
+ 𝐺̂1𝐿

𝑑𝑤̂(0)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂2𝐿𝑤̂(0) = 0,           

𝑑3𝑤̂(0)

𝑑𝑋3
+ 𝐺̂3𝐿

𝑑𝑤̂(0)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂4𝐿𝑤̂(0) = 0, 

𝑑3𝑤̂(1)

𝑑𝑋3
+ 𝐺̂3𝑅

𝑑𝑤̂(1)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂4𝑅𝑤̂(1) = 0,          

𝑑3𝑤̂(1)

𝑑𝑋3
+ 𝐺̂3𝑅

𝑑𝑤̂(1)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂4𝑅𝑤̂(1) = 0  

 

where 

𝜇(𝑋) =
𝐷(𝑋)

𝐷(0)
,    𝜂(𝑋) =

𝑚(𝑋)

𝑚(0)
,    𝛽4 =

𝜔2𝐿4 𝑚(0)

𝐷(0)
 

(3) 

Also 

𝐺̂1𝐿 = 𝛽4𝐽𝑂𝐿 − 𝐾̂𝑅𝐿,      𝐺̂2𝐿 = − 𝛽4𝑀̂𝐿𝑒̂𝐿,       𝐺̂3𝐿 = 𝛾0(𝐾̂𝑅𝐿 − 𝛽4𝐽𝑂𝐿) + 𝑀̂𝐿𝑒̂𝐿𝛽4, 

𝐺̂4𝐿 = 𝛽4𝑀̂𝐿(𝛾0𝑒̂𝐿 − 1) + 𝐾̂𝑇𝐿 ,     𝐺̂1𝑅 = 𝐾̂𝑅𝑅 − 𝜆𝛽4𝐽𝑂𝑅 ,    𝐺̂2𝑅 = −𝜆 𝛽4𝑀̂𝑅𝑒̂𝑅 , 

𝐺̂3𝑅 = 𝜆𝛽4(𝛾𝐽𝑂𝑅 + 𝑀̂𝑅𝑒̂𝑅) − 𝛾𝐾̂𝑅𝑅 ,    𝐺̂4𝑅 = 𝜆𝛽4𝑀̂𝑅(𝛾𝑒̂𝑅 + 1) − 𝐾̂𝑇𝑅 

(4) 

In Eqs.3 𝐷(𝑥) = 𝐸(𝑥)𝐼(𝑥) , 𝑚(𝑥) = 𝜌(𝑥)𝐴(𝑥) and  𝛽  are flexural rigidity, mass per unit length and frequency parameter. 

The dimensionless parameters in Eq.4 are also as follow:  

(5) 𝑀̂𝐿 =
𝑀𝐿

𝑚(0)𝐿
, 𝑒̂𝐿 =

𝑒𝐿

𝐿
,      𝐽𝑂𝐿 =

𝐽𝑂𝐿

𝑚(0)𝐿3
,    𝐾̂𝑅𝐿 =

𝐿𝐾𝑅𝐿

𝐷(0)
,   𝐾̂𝑇𝐿 =

𝐾𝑇𝐿𝐿3

𝐷(0)
,   𝛾0 =

𝐷′(0)

𝐷(0)
, 

𝑀̂𝑅 =
𝑀𝑅

𝑚(0)𝐿
,   𝑒̂𝑅 =

𝑒𝑅

𝐿
, 𝐽𝑂𝑅 =

𝐽𝑂𝑅

𝑚(0)𝐿3
,   𝐾̂𝑅𝑅 =

𝐿𝐾𝑅𝑅

𝐷(1)
, 𝐾̂𝑇𝑅 =

𝐾𝑇𝑅𝐿3

𝐷(1)
,   𝛾 =

𝐷′(1)

𝐷(1)
,   𝜆 =

𝐷(0)

𝐷(1)
 

Assuming now the height and breath of the beam as well its material properties to be given according to Eq.6 

 

(6) ℎ(𝑋) = ℎ0(1 + 𝛼𝑋)𝑝.  𝑏(𝑋) = 𝑏0(1 + 𝛼𝑋)𝑞 ,  

 𝜌(𝑋) = 𝜌0(1 + 𝛼𝑋)𝑛.  𝐸(𝑋) = 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)𝑟    

In this case, if 

(7) 3𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 𝑛 + 𝑝 + 𝑞 = 4 

Is selected, the solution of differential equation 1 can be presented in closed an analytical form according to Eq.8. 

 

(8) 
𝑤̂(𝑋) =

𝑆1 sin 𝛽𝑋 +𝑆2 cos 𝛽𝑋 + 𝑆3 sinh 𝛽𝑋 + 𝑆4 cosh 𝛽𝑋

(1 + 𝛼𝑋)2
 

 

By using Eq.7 and choosing any desired value for r and n, it is possible to define numerous beams with different dimensions 

and materials. In Table 1, the specifications of several examples of these beams are given. 

 
Table 1. Geometrical and material characteristics of some examples of beams with accurate solution 

 

 

3- Accurate frequency characteristic equation with general boundary conditions at both ends 

 
By using Eq.8 and calculating its first to third order derivatives with respect to X and then substituting in Eqs.2 we have: 

 

(9-a) 𝛽(𝐺̂1𝐿 − 4𝛼)𝑆1 + (𝐺̂2𝐿 − 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2)𝑆2 + 𝛽(𝐺̂1𝐿 − 4𝛼)𝑆3 + (𝐺̂2𝐿 + 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2)𝑆4 = 0, 

 

 (9-b) 𝛽(𝐺̂3𝐿 + 18𝛼2 − 𝛽2)𝑆1 + (𝐺̂4𝐿 + 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3)𝑆2 + 𝛽(𝐺̂3𝐿 + 18𝛼2 + 𝛽2)𝑆3

+ (𝐺̂4𝐿 − 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3)𝑆4 = 0, 

 

𝑏(𝑋) ℎ(𝑋) 𝜌(𝑋) 𝐸(𝑋) Beam 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)3 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)1 2⁄  𝜌0(1 + 𝛼𝑋)2 𝐸0(1 + 𝛼𝑋) 1 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)7 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)−1 2⁄  𝜌0(1 + 𝛼𝑋) 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)2 2 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)3 ℎ0 𝜌0(1 + 𝛼𝑋) 𝐸0(1 + 𝛼𝑋) 3 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)5 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)1 2⁄  𝜌0(1 + 𝛼𝑋) 𝐸0 4 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)9 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)−1 2⁄  𝜌0 𝐸0(1 + 𝛼𝑋) 5 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)4 ℎ0 𝜌0 𝐸0 6 

𝑏0 ℎ0(1 + 𝛼𝑋)2 𝜌0(1 + 𝛼𝑋)2 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)−2 7 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)2 ℎ0(1 + 𝛼𝑋)2 𝜌0 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)−4 8 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋) ℎ0(1 + 𝛼𝑋) 𝜌0(1 + 𝛼𝑋)2 𝐸0 9 
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(9-c) [𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽 + (𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) sin 𝛽]𝑆1

+ [(𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) cos 𝛽 − 𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 sin 𝛽]𝑆2

+ [𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 cosh 𝛽 + (𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) sinh 𝛽]𝑆3

+ [(𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) cosh 𝛽 + 𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 sinh 𝛽]𝑆4 = 0, 

 

(9-d) [(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 + 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) sin 𝛽 + 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 − 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) cos 𝛽]𝑆1

+ [(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 + 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) cos 𝛽 − 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 − 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) sin 𝛽]𝑆2

+ [(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 − 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) sinh 𝛽

+ 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 + 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) cosh 𝛽]𝑆3

+ [(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 − 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) cosh 𝛽

+ 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 + 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) sinh 𝛽]𝑆4 = 0 

 

where in Eqs. 9-c and 9-d, 𝐺 = 1 + 𝛼. Rewriting Eqs. 9-c to 9-d in matrix form leads to: 

 

(10) 

[

𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

𝑐13 𝑐14

𝑐23 𝑐24
𝑐31 𝑐32

𝑐41 𝑐42

𝑐33 𝑐34

𝑐43 𝑐44

] {

𝑆1

𝑆2

𝑆3

𝑆4

} = {

0
0
0
0

} 

where 𝑐𝑖𝑗 coefficients for the general boundary conditions at the left and right ends are given in Tables 2 and 3, respectively. 

 
Table 2. 𝑐𝑖𝑗 coefficients for general boundary conditions at the left end 

i=2,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗 i=1,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗 

𝛽(𝐺̂3𝐿 + 18𝛼2 − 𝛽2) 𝑐21 𝛽(𝐺̂1𝐿 − 4𝛼) 𝑐11 

𝐺̂4𝐿 + 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3 𝑐22 𝐺̂2𝐿 − 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2 𝑐12 

𝛽(𝐺̂3𝐿 + 18𝛼2 + 𝛽2) 𝑐23 𝛽(𝐺̂1𝐿 − 4𝛼) 𝑐13 

𝐺̂4𝐿 − 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3 𝑐24 𝐺̂2𝐿 + 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2 𝑐14 

 
Table 3. 𝑐𝑖𝑗 coefficients for general boundary conditions at the right end 

i=4, j=1,…4 𝑐𝑖𝑗 i=3, j=1,…4 𝑐𝑖𝑗 
(𝑇7 + 6𝛼𝐺2𝛽2) sin β + 𝐺𝛽(𝑇8 − 𝐺2𝛽2) cos β 𝑐41 (𝑇5 − 𝐺2𝛽2) sin β + 𝑇6𝐺𝛽 cos β 𝑐31 
(𝑇7 + 6𝛼𝐺2𝛽2) cos β − 𝐺𝛽(𝑇8 − 𝐺2𝛽2) sin β 𝑐42 (𝑇5 − 𝐺2𝛽2) cos β − 𝑇6𝐺𝛽 sin β 𝑐32 

(𝑇7 − 6𝛼𝐺2𝛽2) sinh β + 𝐺𝛽(𝑇8 + 𝐺2𝛽2) cosh β 𝑐43 (𝑇5 + 𝐺2𝛽2) sinh β + 𝑇6𝐺𝛽 cosh β 𝑐33 
(𝑇7 − 6𝛼𝐺2𝛽2) cosh β + 𝐺𝛽(𝑇8 + 𝐺2𝛽2) sinh β 𝑐44 (𝑇5 + 𝐺2𝛽2) cosh β + 𝑇6𝐺𝛽 sinh β 𝑐34 

 
(11) 𝑇5 = 𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2, 

𝑇6 = 𝐺𝐺̂1𝑅 − 4𝛼, 
𝑇7 = 𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2 𝐺̂3𝑅   − 24𝛼3, 
𝑇8 = 𝐺2𝐺̂3𝑅 + 18𝛼2 

 

To seek a non-trivial solution for 𝑐𝑖𝑗   (𝑖 = 1 − 4), and (𝑗 = 1 − 4),  the determinant of coefficient matrix in Eq. (10) should 

vanish. Hence it can be written  

(12) 𝑐11𝑅1 + 𝑐12𝑅2 + 𝑐13𝑅3 + 𝑐14𝑅4 = 0 

where 

(13-a) 𝑅1 = −𝑐24𝑐33𝑐42 + 𝑐23𝑐34𝑐42 + 𝑐24𝑐32𝑐43 − 𝑐22𝑐34𝑐43 − 𝑐23𝑐32𝑐44 + 𝑐22𝑐33𝑐44, 

 

(13-b) 𝑅2 = 𝑐24𝑐33𝑐41 − 𝑐23𝑐34𝑐41 − 𝑐24𝑐31𝑐43 + 𝑐21𝑐34𝑐43 + 𝑐23𝑐31𝑐44 − 𝑐21𝑐33𝑐44, 
 

(13-c) 𝑅3 = −𝑐24𝑐32𝑐41 + 𝑐22𝑐34𝑐41 + 𝑐24𝑐31𝑐42 − 𝑐21𝑐34𝑐42 − 𝑐22𝑐31𝑐44 + 𝑐21𝑐32𝑐44, 

and 

(13-d) 𝑅4 = 𝑐23𝑐32𝑐41 − 𝑐22𝑐33𝑐41 − 𝑐23𝑐31𝑐42 + 𝑐21𝑐33𝑐42 + 𝑐22𝑐31𝑐43 − 𝑐21𝑐32𝑐43 

Using matrix equation 10 and determining the coefficients of 𝑆2, 𝑆3 and 𝑆4 in terms of 𝑆1 .As a result Eq.8 may be expressed 

as: 

(14) 
𝑤̂(𝑋) =

𝑆1

𝑅1(1 + 𝛼𝑋)2
(𝑅1 sin βX +𝑅2 cos βX + 𝑅3 sinh 𝛽𝑋 + 𝑅4 cosh 𝛽𝑋) 

 

4- Validation 
 

Validation of results may be examined by substituting α=0 in related tables for uniform beam with classical boundary conditions 

at both ends. Thus, we get: 

(15) 1 − cos 𝛽 cosh 𝛽 = 0, 
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Clamped-Simply 

(16) cosh 𝛽 sin 𝛽 − cos 𝛽 sinh 𝛽 = 0, 
 

Clamped-Guided 

 (17) cosh 𝛽 sin 𝛽 + cos 𝛽 sinh 𝛽 = 0, 
 

Clamped-Free 

(18) cosh 𝛽 cos 𝛽 + 1 = 0, 
 

Simply-Simply 

(19) sin 𝛽 sinh 𝛽 = 0, 
  

Simply-Guided 

(20) cosh 𝛽 cos 𝛽 = 0, 
 

Simply-Free 

(21) cos 𝛽 sinh 𝛽 − cosh 𝛽 sin 𝛽 = 0, 
 

Guided-Guided 

(22) sin 𝛽 sinh 𝛽 = 0, 
 

Guided-Free 

(23) cosh 𝛽 sin 𝛽 + cos 𝛽 sinh 𝛽 = 0, 
 

Free-Free 

(24) 1 − cos 𝛽 cosh 𝛽 = 0 

 

These equations are closed analytical form of frequency characteristic equation for uniform beam with classical boundary 

conditions, which are given in many text books such as [21]. Therefore, the accuracy of the results is confirmed in this way. 

 

5. Conclusion 

 

1- Solution of the differential equation governing the transverse vibrations of non-uniform and inhomogeneous Euler-Bernoulli 

beams for a class of beams whose dimensions and material properties follows equation (6), was presented in closed analytical 

form. 

2- Since the general non-classical boundary conditions, including objects with mass moment of inertia, eccentricity and 

elastically constraints at both ends have been considered. Therefore, it is possible to study the transverse vibration of beams 

with various boundary conditions. 

3- In order to solve the related eigenvalue and eigenvector problems, coefficients of 𝑐𝑖𝑗 for beams with a: General boundary 

conditions at both end, b: General boundary conditions at one end and classical boundary conditions at the other end and c: 

Classical boundary conditions at both ends have been given. 

4- The exact frequency characteristic equations of non-uniform beams, which are distinguished from each other according to 

the choice of the dimensionless parameter α, have been presented in closed analytical form for some classical boundary 

conditions at the end of the beam. These equations for the uniform beam are converted into known equations by substituting 

the zero value for α, which are used to validate the results. 
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 چکیده  واژگان کلیدی

 ،یر غیر یکنواختت

 ،تیرنا همگن 

 د،ازتعاش آزا

 .حل دقیق

سی برای پژوهش، معادله  نیدر ا  صه فرکان شخ ساس و همگن کنواختیریغبرخی از تیرهای م  ی تیرتئور بر ا

سته  صورتبهی برنول-لریاو ست. ارائهتحلیلی ب ، ممان یتروج از مرکزخ تیر در دو انتها حامل اجرام با شده ا

سی جرمی  ست. اینر شی ا ستیکی خطی و چرخ سته قابلیت  رونیازاو قیود الا صه تحلیلی ب شخ  ارائهمعادله م

سی را یپارامترها س فیطبرای  فرکان شرا یعیو س ریغ یمرز طیاز  سیل  ،کیکلا ست. حل معادله دیفران را دارا

سئله مقدار ویژه  شرایط مرزی یریکارگبه وحاکم   کنواختیریغیر ت کهییازآنجا .گرددیممنجر به حل یک م

. لذا نوع باشتتدیمحل دقیق معادله دیفرانستتیل حاکم منوب به یافتن حل تحلیلی بستتته برای خیز تیر  استتت

و دقت روابط  یمنظور صتتحت ستتنج به قابلیت حل دقیق را دارا هستتتند. کنواختیریغاز تیرهای  محدودی

صل از روش  جی، نتاشدهارائه سه موجود جیپژوهش با نتا نیدر ا شدهارائهحا شده  برای تیرهای یکنواخت مقای

 .اندشدهبرای یک نمونه تیر آورده  همچنین شکل مودهای خیز نیزاست. 

 01/01/1402تاریخ دریافت: 

 15/01/1402تاریخ بازنگری: 

 31/02/1402 تاریخ پذیرش:

 مقدمه -1

، قاب خودرو و اجزای یاسازه یهاستمیسدر  ازجملهمکانیک، خودرو و هوافضا  گسترده در مهندسی عمران، طوربه عملاًتیرها 

تیرهای  از استفاده رونیازا و غیر همگن هستند. کنواختیریغ یرهایت معمولاً ساختارهااین . رندیگیمهواپیما مورد استفاده قرار 

 یابالهتوربین،  یهاپرهانند مهندسی م یهانهیزمبسیاری از  ابعاد وسیعی در در محوری مدرج تابعیو تیرهای  هیچندلاکامپوزیت 

است.  گرفته قرار موردتوجهبالا و مقاومت حرارتی  سفتیخاص خود مانند  یهایژگیومکانیکی به دلیل  یهاسازههواپیما و سایر 

جام و نوع سطح مقطع ان یمرز طیاز لحاظ نوع جنس، نوع شرا رهایانواع ت ادرفتار ارتعاشات آز یبررس یبرا یفراوان یهاهشپژو

: 2کلاسیک،  شرایط مرزی : تیرهای هموژن با1کرد:  یبندطبقهدر چهار گروه  توانیمرا  هاآنمطالعات مربوب به  .گرفته است

مدرج  تیرهای :4 کلاسیک، شرایط مرزی یا ناهمگن با مدرج تابعی تیرهای :3 ،غیر کلاسیکمرزی  طیبا شراتیرهای هموژن 

. شودیمپرداخته مذکور  یهاگروهادامه به بررسی ادبیات موضوع با توجه به  . درکیکلاس ریغشرایط مرزی  یا ناهمگن با تابعی

به معادله حرکت  توانیممعادله حرکت را ، کنواختیریغو تیرهای  هالهیمبرای برخی از  کهنیابا نشان دادن  [1] ابرتگروه اول: 

 [2]ژو و چونگ  است. هو تیرها ارائه داد هالهیمدقیقی را برای کلاس جدیدی از  یهاحلراه ،کرد یک میله یا تیر یکنواخت تبدیل
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و  1ریتز -از روش انرژی رایلی مخروطی ناقص با سطح مقطع متغیر مستطیلی شکل را با استفاده یرهایتارتعاشات عرضی 

با استفاده از  [3]لی و لی  .انددادهقرار  مطالعه موردریتز -رایلی درروش قبولقابلوابع ت عنوانبهتوابع استاتیکی  یریکارگبه

برنولی -مخروطی اویلر یرهایتدقیقی در ارتباب با تحلیل ارتعاشات آزاد  حلراه 2های تبدیل دیفرانسیل و انتگرال فروبینیوسروش

وری تیر ئبرنولی و ت-وری تیر اویلرئمرتبط را بر اساس استفاده از ت یهامثالرکانسی برای بعضی از جداول ف هاآن. اندکرده ارائه

که با هر دو  کنواختیریغ یرهایتو عرضی  هالهیمارتعاشات طولی  اندداده و با نتایج مراجع موجود مقایسه کرده ارائهتیموشنکو 

بررسی  3با استفاده از روش معادله بردار حالت [4]مکاران ه کیم و نیز توسط اندشده یسازمدلبرنولی و تیموشنکو -نظریه اویلر

و همگن با شرایط مرزی کلی غیر کلاسیک  کنواختیریغارتعاشات آزاد تیر اویلر برنولی  [5]گروه دوم: لی و همکاران  شده است.

 کی یبرنول-لریاو ریارتعاش آزاد ت [6] و هپلر یلاجم .انددادهمورد بررسی قرار  4جزیه اصلاح شده آدومیانترا با استفاده از روش 

و  یتها بعد از لحاظ کردن اثرات خروج از مرکزاند. آنمطالعه قرار دادهآزاد است را مورد  یکه حامل جرم در انتها رداریسر گ

 یتوان یهایبسط سر زمشخصه را با استفاده امعادله  یهاشهیر ر،یآزاد ت یانتها یمرز طیدر شرا ییانتهاجرم  ینرسیممان ا

برنولی با -عرضی تیر اویلر ارتعاشات [7] شی و همکاران ،یگریددر پژوهش  نمودند. نییرا تع یعیطب یهامحاسبه و فرکانس

 معادله پژوهش این در .اندداده بررسی قرار ا موردرانتهایی است  یرمساویغمتمرکز  اجرام حامل که را دآزا-آزاد یگاههیتکشرایط 

از  اصلی تیر یهافرکانسساده تقریبی برای  روابط ارائهجهت  نیچنهم اندشدهمحاسبهآن  یهاشهیر و دقیق فرکانسی استنتاج

 کیکلاسغیر  شرایط مرزی با عرضی تیر اویلر برنولی ارتعاشات [8]رناندس و همکاران ف .اندنمودهاستفاده  معادله انتگرالی فرد هلم

حل معادله دیفرانسیل حاکم و اعمال شرایط مرزی در دو انتهای تیر  یریکارگبهبا  منظور . بدیناندداده قرار ا مورد مطالعهر

-ارتعاش آزاد خمشی [9] مالک و معین فرد. اندکرده ارائهبا بعد  صورتبهای وابسته را فرکانسی و شکل موده معادلات مشخصه

و اینرسی چرخشی در  یتحامل جرم با خروج از مرکز کنواختیریغکششی دامنه بزرگ را برای یک تیر یکسر گیردار عمودی 

با استفاده از روش  ریپذانعطافبا شرایط مرزی مختلف و انتهایی  نواختکیریغ یرهایتارتعاش  اندکردهانتهای آزاد بررسی 

مورد مطالعه قرار گرفته است. نتایجی که در این تحقیق توسط وی گزارش شده  [10]توسط سلیک  5هماهنگی موجک چبیشف

موجود در  از طریق مقایسه با نتایج هاآنه درستی مورد بررسی است ک یهامثالاست شامل جداول فرکانسی برای بعضی از 

و مستقر بر بستر ثابت و خطی وینکلر بر  کنواختیریغبا سطح مقطع  رهایتارتعاش آزاد  شده است. یگذارصحهمراجع مختلف 

مورد رسیدگی قرار گرفته  [11]توسط قنادی اصل و همکاران 6با استفاده از روش لاگر کالوکشن برنولی و-وری تیر اویلرئاساس ت

-اویلر یرهایتمعادله دیفرانسیل حرکت ارتعاش عرضی  لیبر تبدرویکرد جدیدی را مبتنی  [12] هوآنگ و لیاست. گروه سوم: 

ساده جدیدی برای  یهامدل [13] کاران. لیو و هماندکرده ارائه 7هلمد به معادله انتگرالی فر کنواختیریغبرنولی با سطح مقطع 

. یک اندکردهایجاد  8محدود یانقطهبرنولی با استفاده از روش اسپلاین -مخروطی مدرج تابعی اویلر یرهایتمطالعه ارتعاشات آزاد 

از طریق بسط  هاییجابجاا تقریب مدرج تابعی محوری ب یرهایتو تحلیل ارتعاشات آزاد  یسازمدلروش ساده و جدید برای 

معادله لاگرانژ و روش طیفی چبیشف  یریکارگبهچبیشف مرتبه بالا و همچنین گسسته سازی معادلات دیفرانسیل حاکم با 

یک رابطه تحلیلی برای بررسی ارتعاش  ارائهجهت  [15]است. کا او و همکاران  شده ارائه [14]توسط ژو و همکاران  9اصلاح شده

. ارتعاش آزاد یک تیر اندکردهاستفاده  10و غیر همگن با شرایط مرزی مختلف از روش آشفتگی مجانبی کنواختیریغ یرهایتآزاد 

 هاآنمورد مطالعه قرار گرفته است.  [61]شعبانی و کندیوقلو  لهیوسبه دارترکو مدرج تابعی محوری با لبه  کنواختیریغمتقارن 

 50وری تیر تیموشنکو استفاده کرده و یک تیر یک سر گیردار را توسط ئاز ت هیچندلاجهت تحلیل المان محدود تیر ساندویچی 

تیر مورد بررسی قرار  با ارتفاع ثابت و پهنای متغیر نمایی و خطی در طول کنواختیریغ. دو نوع تیر اندکرده یسازمدللایه ماده 

ارتعاش آزاد یک تیر مدرج تابعی محوری با ارتفاع متغیر  لیوتحلهیتجزیک رویکرد المان محدود تعمیم یافته، برای  گرفته است.

 یاگره را دو کنواختیریغالمان تیر  هاآندر این رویکرد  شده است. ارائه [71]تابع نمایی و پهنای ثابت توسط ساهو و همکاران 

مدل اجزای محدود را به یک مدل تعمیم یافته تبدیل  هاالمانآزادی در هر گره در نظر گرفته و با مونتاژ این  دو درجهو با 

                                                            
1 Rayleigh -Ritz Method                                             5 Chebyshev Wavelet Collocation Method          9 Chebyshev spectral collocation Method  
2 Frobenius Integral                                                  6 Laguerre Collocation Method                           10 Asymptotic perturbation Method   
3 State Vector Equation Method                               7 Fredholm Integral Equation                              
4 Modified Adomian Decomposition Method          8 Spline Finite Point Method                              
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سطوح مقطع  ی مختلف وو مدرج تابعی با شرایط مرز کنواختیریغ یرهایتارتعاش  [81]فکلیس توا  و گروه چهارم: هین. اندکرده

. در این بررسی فرض شده است که انددادهمورد بررسی قرار  1برنولی و روش موجک هار -وری تیر اویلرئمتغیر را بر اساس ت

 یرفتار ارتعاش ،یبرنول-لریاو تیر هیاساس نظر بر [91] الداهیدی و ساری هت محوری متغیرند.جسطح مقطع و ماده در  یهایژگیو

مورد رسیدگی  اندشدهانتقالی الاستیک به هم متصل  یفنرها لهیوسبهرا که  و مدرج تابعی محوری کنواختیریچندگانه غ یرهایت

فرکانسی بدون  یپارامترهادر این مطالعه جهت تبدیل معادلات دیفرانسیل حاکم به سیستم معادلات جبری و حل  انددادهقرار 

تیموشنکو مدرج تابعی محوری  تیر آزاد ارتعاشات [20] همکاران و استفاده شده است. لی 2ع طیفی چبیشفبعد از روش تجمی

سطح مقطع، ممان اینرسی، مدول  هاآن .اندکرده بررسی  3طیف هندسیبا مقطع متغیر دلخواه را بر اساس روش موسوم به 

اصل هامیلتون مقادیر  یریکارگبهکرده و با  ارائهشی را با استفاده از بسط کسینوس فوریه الاستیسیته، جرم مخصوص و مدول بر

و مدرج تابعی با شرایط مرزی  کنواختیریغدر این پژوهش ارتعاشات آزاد تیرهای  .اندآوردهویژه و ضرایب سری فوریه را به دست 

انتقالی و چرخشی مورد رسیدگی  ریپذانعطافو قیود  یترکزغیر کلاسیک کلی شامل اجرام با ممان اینرسی جرمی، خروج از م

متعدد به کار گرفته شده جهت  یهاروش برخلافبر ادبیات موضوع  نشانگر این مطلب است که مرور مطالعاتی قرار گرفته است. 

 تحلیلی شکل ارائهکوشش کمی در جهت محققین،  شمار زیادی از لهیوسبه مگنغیر هو  کنواختیریغ یرهایتبررسی ارتعاشات 

معادله مشخصه شکل تحلیلی بسته  ارائهدر این مقاله هدف  صورت پذیرفته است. ودهام و شکلبسته معادله مشخصه فرکانسی 

 همگن غیر و کنواختیریغ یرهایتفرکانسی و شکل مودهای ارتعاشی برای کلاس خاصی از  یپارامترهافرکانسی جهت استنتاج 

 تیر با شرایط مرزی کلی در دو انتها، تیرمربوب به  بطرواستا در این را است. کلی در دو انتهای تیر با شرایط مرزی غیر کلاسیک

 استنتاج و مرزی کلاسیک در دو انتها طیشرالی در انتهای دیگر و تیر با کانتها وشرایط مرزی  کبا شرایط مرزی کلاسیک در ی

  .اندشده ارائهطی جداولی 

 ت و شرایط مرزیمعادله دیفرانسیل حرک -2

 های چرخشی،نرفثابت  𝐾𝑅𝑖 گیریم که در آنرا در نظر می 1با شرایط مرزی غیر کلاسیک مطابق شکل  کنواختیریغتیر 

 𝐾𝑇𝑖 ،ثابت فنرهای خطی 𝑀𝑖 ، اجرام انتهایی𝐽𝑂𝑖  ممان اینرسی  جرمی اجرام انتهایی حول نقاب𝑂𝑖 ،𝑒𝑖 اجرام   یتخروج از مرکز

 هستند. طول تیر 𝐿مراکز جرم اجرام انتهایی، و   𝐺𝑖انتهایی، 

 

 خطی و چرخشی در دو انتها یفنرها ،از اجراممرزی متشکل  یطبا شرا کنواختیریغمدل تیر  1شکل 

ینامیکی حرکت و شرایط معادله د بعدیببرنولی اشکال -وری تیر اویلرئبرای این تیر با استفاده از اصل هامیلتون وبر اساس ت

 معادلات صورتبه [21]ویسندگان مرزی با اشاره به کار قبلی ن

𝑑2

𝑑𝑋2
(𝜇(𝑋)

𝑑2𝑤̂(𝑋)

𝑑𝑋2
) − 𝛽4  𝜂(𝑋)𝑤̂(𝑋) = 0 

(1)  

                                                            
1 Haar Wavelet Method 
2 Chebyshev spectral collocation method 
3 Spectra-Geometric Method 
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 و

(2) 

𝑑2𝑤̂(0)

𝑑𝑋2
+ 𝐺̂1𝐿

𝑑𝑤̂(0)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂2𝐿𝑤̂(0) = 0,           

𝑑3𝑤̂(0)

𝑑𝑋3
+ 𝐺̂3𝐿

𝑑𝑤̂(0)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂4𝐿𝑤̂(0) = 0, 

𝑑3𝑤̂(1)

𝑑𝑋3
+ 𝐺̂3𝑅

𝑑𝑤̂(1)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂4𝑅𝑤̂(1) = 0,          

𝑑3𝑤̂(1)

𝑑𝑋3
+ 𝐺̂3𝑅

𝑑𝑤̂(1)

𝑑𝑋
+ 𝐺̂4𝑅𝑤̂(1) = 0 

  هاآنکه در . ندشویمداده 

(3) 𝜇(𝑋) =
𝐷(𝑋)

𝐷(0)
,    𝜂(𝑋) =

𝑚(𝑋)

𝑚(0)
,    𝛽4 =

𝜔2𝐿4 𝑚(0)

𝐷(0)
 

 همچنینو 

(4) 
𝐺̂1𝐿 = 𝛽4𝐽𝑂𝐿 − 𝐾̂𝑅𝐿,          𝐺̂2𝐿− 𝛽4𝑀̂𝐿𝑒̂𝐿,   
𝐺̂3𝐿 = 𝛾0(𝐾̂𝑅𝐿 − 𝛽4𝐽𝑂𝐿) + 𝑀̂𝐿𝑒̂𝐿𝛽4, 𝐺̂4𝐿 = 𝛽4𝑀̂𝐿(𝛾0𝑒̂𝐿 − 1) + 𝐾̂𝑇𝐿,     𝐺̂1𝑅 = 𝐾̂𝑅𝑅 − 𝜆𝛽4𝐽𝑂𝑅,   
𝐺̂2𝑅 = −𝜆 𝛽4𝑀̂𝑅𝑒̂𝑅,     𝐺̂3𝑅 = 𝜆𝛽4(𝛾𝐽𝑂𝑅 + 𝑀̂𝑅𝑒̂𝑅) − 𝛾𝐾̂𝑅𝑅,    𝐺̂4𝑅 = 𝜆𝛽4𝑀̂𝑅(𝛾𝑒̂𝑅 + 1) − 𝐾̂𝑇𝑅 

𝐷(𝑥) ،3در معادلات است.  = 𝐸(𝑥)𝐼(𝑥)   مشی، خصلبیت𝑚(𝑥) = 𝜌(𝑥)𝐴(𝑥) و  تیر د طولحم بر وارج𝛽 بعدیب پارامتر 

 :از اندعبارتنیز  4در معادلات  بعدیب یپارامترها .باشدیمفرکانسی 

(5) 

𝑀̂𝐿 =
𝑀𝐿

𝑚(0)𝐿
, 𝑒̂𝐿 =

𝑒𝐿

𝐿
,      𝐽𝑂𝐿 =

𝐽𝑂𝐿

𝑚(0)𝐿3
,    𝐾̂𝑅𝐿 =

𝐿𝐾𝑅𝐿

𝐷(0)
,   𝐾̂𝑇𝐿 =

𝐾𝑇𝐿𝐿3

𝐷(0)
,   𝛾0 =

𝐷′(0)

𝐷(0)
, 

𝑀̂𝑅 =
𝑀𝑅

𝑚(0)𝐿
,   𝑒̂𝑅 =

𝑒𝑅

𝐿
, 𝐽𝑂𝑅 =

𝐽𝑂𝑅

𝑚(0)𝐿3
,   𝐾̂𝑅𝑅 =

𝐿𝐾𝑅𝑅

𝐷(1)
, 𝐾̂𝑇𝑅 =

𝐾𝑇𝑅𝐿3

𝐷(1)
,   𝛾 =

𝐷′(1)

𝐷(1)
,   𝜆 =

𝐷(0)

𝐷(1)
 

 :صورتبهتیر  دهندهلیتشکو ماده  داحال فرض کنیم ابع

(6) ℎ(𝑋) = ℎ0(1 + 𝛼𝑋)𝑝.  𝑏(𝑋) = 𝑏0(1 + 𝛼𝑋)𝑞 ,  

 𝜌(𝑋) = 𝜌0(1 + 𝛼𝑋)𝑛.  𝐸(𝑋) = 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)𝑟     

 چنانچه در این صورت . باشند

(7) 3𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 𝑛 + 𝑝 + 𝑞 = 4 

اولین بار توسط  8معادله  .کرد ارائه 8 تحلیلی بسته مطابق معادله صورتبهرا  1یفرانسیل معادله د بجوا توانیماختیار گردد 

𝑏(𝑋)و پهنای متغیر  ℎ0 ثابت ارتفاعبا  کنواختیریغو گن تیر همبررسی ارتعاشات  برای [1]مرجع  = 𝑏0(1 + 𝛼𝑋)4 شده  ارائه

 رهایتبرای  معادله مشخصه فرکانسی و شکل مودهای ارتعاشی، شکل تحلیلی بسته ارائهدر مطالعه حاضر این معادله جهت  است.

 .است شده گرفتهبه کار ر دو انتها ی کلی درزو شرایط م 6صات هندسی و مادی مطابق معادله خبا مش

(8) 
𝑤̂(𝑋) =

𝑆1 sin 𝛽𝑋 +𝑆2 cos 𝛽𝑋 + 𝑆3 sinh 𝛽𝑋 + 𝑆4 cosh 𝛽𝑋

(1 + 𝛼𝑋)2
 

. مختلف را تعریف کرد یهاجنسمتعددی با ابعاد و  یرهایت توانیم 𝑛و  𝑟و انتخاب هر مقدار دلخواه برای  7رابطه  یریکارگبهبا 

 .اندشده دادهمشخصات چندین نمونه از این تیرها  1در جدول 

 کنواختیریغ ت همگن،خگوناگونی از تیرهای یکنوا یهانمونهبرای  توانیم شودیمکه در این جدول مشاهده  طورهمان

اشاره  را به شرح عاشیارت فرکانسی و شکل مودهای دقیقمعادله مشخصه  8رابطه  غیر همگن با استفاده از کنواختیریغ و همگن

 .کردتعیین های بعدی شده در بخش

 



 10 ... مرزی شرایط با همگن غیر و یکنواخت غیر برنولی اویلر تیر عرضی ارتعاشات برای ها مود شکل و فرکانسی دقیق مشخصه معادله
 

 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 با حل دقیق رهایتاز  ییهانمونهمشخصات هندسی و جنسی  1 جدول

𝑏(𝑋) ℎ(𝑋) 𝜌(𝑋) 𝐸(𝑋) نمونه 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)3 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)1 2⁄  𝜌0(1 + 𝛼𝑋)2 𝐸0(1 + 𝛼𝑋) 1 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)7 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)−1 2⁄  𝜌0(1 + 𝛼𝑋) 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)2 2 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)3 ℎ0 𝜌0(1 + 𝛼𝑋) 𝐸0(1 + 𝛼𝑋) 3 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)5 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)1 2⁄  𝜌0(1 + 𝛼𝑋) 𝐸0 4 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)9 2⁄  ℎ0(1 + 𝛼𝑋)−1 2⁄  𝜌0 𝐸0(1 + 𝛼𝑋) 5 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)4 ℎ0 𝜌0 𝐸0 6 

𝑏0 ℎ0(1 + 𝛼𝑋)2 𝜌0(1 + 𝛼𝑋)2 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)−2 7 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋)2 ℎ0(1 + 𝛼𝑋)2 𝜌0 𝐸0(1 + 𝛼𝑋)−4 8 

𝑏0(1 + 𝛼𝑋) ℎ0(1 + 𝛼𝑋) 𝜌0(1 + 𝛼𝑋)2 𝐸0 9 

 نسی با شرایط مرزی کلی در دو انتهامعادله مشخصه دقیق فرکا -3
 ( داریم:2جانشینی در معادلات ) ( و محاسبه مشتفات مرتبه اول تا سوم آن و سپس8با به کار گیری معادله )

𝛽(𝐺̂1𝐿 الف(-9) − 4𝛼)𝑆1 + (𝐺̂2𝐿 − 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2)𝑆2 + 𝛽(𝐺̂1𝐿 − 4𝛼)𝑆3 + 
(𝐺̂2𝐿 + 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2)𝑆4 = 0, 

 

𝛽(𝐺̂3𝐿 ب(-9) + 18𝛼2 − 𝛽2)𝑆1 + (𝐺̂4𝐿 + 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3)𝑆2 + 𝛽(𝐺̂3𝐿 + 18𝛼2 + 𝛽2)𝑆3

+ (𝐺̂4𝐿 − 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3)𝑆4 = 0, 
 

 ج(-9)

[𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 cos 𝛽 + (𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) sin β]𝑆1

+ [(𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) cos 𝛽 − 𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 sin 𝛽]𝑆2

+ [𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 cosh 𝛽 + (𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) sinh 𝛽]𝑆3

+ [(𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) cosh 𝛽 + 𝐺(𝐺̂1𝑅 − 4𝛼 + 𝐺̂1𝑅𝛼)𝛽 sinh 𝛽]𝑆4

= 0, 

 

 د(-9)

[(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 + 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) sin 𝛽 + 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 − 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) cos 𝛽]𝑆1

+ [(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 + 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) cos 𝛽

− 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 − 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) sin 𝛽]𝑆2

+ [(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 − 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) sinh 𝛽

+ 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 + 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛽]𝑆3

+ [(𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2𝐺̂3𝑅 − 6𝛼𝛽2𝐺2 − 24𝛼3) cosh 𝛽

+ 𝛽𝐺(𝐺2𝐺̂3𝑅 + 𝛽2𝐺2 + 18𝛼2) sinh 𝛽]𝑆4 = 0 

𝐺 ،د-9و  ج-9که در معادلات  = 1 + 𝛼 ماتریسی بنویسیم  صورتبهرا د -9الی  لف-9معادلات تیار شده است. چنانچه معاخ

 :داریم

(10) [

𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22

𝑐13 𝑐14

𝑐23 𝑐24
𝑐31 𝑐32

𝑐41 𝑐42

𝑐33 𝑐34

𝑐43 𝑐44

] {

𝑆1

𝑆2

𝑆3

𝑆4

} = {

0
0
0
0

} 

راست به ترتیب در  شرایط مرزی کلی در انتهای سمتو  برای شرایط مرزی کلی در انتهای سمت چپ 𝑐𝑖𝑗ضرایب که در آن 

 اند.داده شده 3و2جداول 

 برای شرایط مرزی کلی در انتهای سمت چپ 𝒄𝒊𝒋ضرایب  2جدول 

i=2, j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=1, j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  

𝛽(𝐺̂3𝐿 + 18𝛼2 − 𝛽2) 𝑐21 𝛽(𝐺̂1𝐿 − 4𝛼) 𝑐11 

𝐺̂4𝐿 + 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3 𝑐22 𝐺̂2𝐿 − 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2 𝑐12 

𝛽(𝐺̂3𝐿 + 18𝛼2 + 𝛽2) 𝑐23 𝛽(𝐺̂1𝐿 − 4𝛼) 𝑐13 

𝐺̂4𝐿 − 6𝛼𝛽2 − 2𝐺̂3𝐿𝛼 − 24𝛼3 𝑐24 𝐺̂2𝐿 + 𝛽2 − 2𝐺̂1𝐿𝛼 + 6𝛼2 𝑐14 
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 برای شرایط مرزی کلی در انتهای سمت راست 𝒄𝒊𝒋ضرایب  3جدول 
i=4, j=1,…4 𝑐𝑖𝑗 i=3, j=1,…4 𝑐𝑖𝑗 

(𝑇7 + 6𝛼𝐺2𝛽2) sin β + 𝐺𝛽(𝑇8 − 𝐺2𝛽2) cos β 𝑐41 (𝑇5 − 𝐺2𝛽2) sin β + 𝑇6𝐺𝛽 cos β 𝑐31 
(𝑇7 + 6𝛼𝐺2𝛽2) cos β − 𝐺𝛽(𝑇8 − 𝐺2𝛽2) sin β 𝑐42 (𝑇5 − 𝐺2𝛽2) cos β − 𝑇6𝐺𝛽 sin β 𝑐32 

(𝑇7 − 6𝛼𝐺2𝛽2) sinh β + 𝐺𝛽(𝑇8 + 𝐺2𝛽2) cosh β 𝑐43 (𝑇5 + 𝐺2𝛽2) sinh β + 𝑇6𝐺𝛽 cosh β 𝑐33 
(𝑇7 − 6𝛼𝐺2𝛽2) cosh β + 𝐺𝛽(𝑇8 + 𝐺2𝛽2) sinh β 𝑐44 (𝑇5 + 𝐺2𝛽2) cosh β + 𝑇6𝐺𝛽 sinh β 𝑐34 

 از: اندعبارت 𝑇8الی  𝑇5  ضرایب 3در جدول 

(11) 
𝑇5 = 𝐺2𝐺̂2𝑅 − 2𝐺𝐺̂1𝑅𝛼 + 6𝛼2, 
𝑇6 = 𝐺𝐺̂1𝑅 − 4𝛼, 
𝑇7 = 𝐺3𝐺̂4𝑅 − 2𝛼𝐺2 𝐺̂3𝑅   − 24𝛼3, 
𝑇8 = 𝐺2𝐺̂3𝑅 + 18𝛼2 

با برابر و  10در معادله ماتریسی  3 و2از جداول  𝑐𝑖𝑗ضرایب  فرکانسی با جانشین کردن معادله مشخصهحال جهت تعیین 

 معادله ماتریسی داریم: صفر قرار دادن دترمینان

(12) 𝑐11𝑅1 + 𝑐12𝑅2 + 𝑐13𝑅3 + 𝑐14𝑅4 = 0 

 که در آن

𝑅1 (الف-13) = −𝑐24𝑐33𝑐42 + 𝑐23𝑐34𝑐42 + 𝑐24𝑐32𝑐43 − 𝑐22𝑐34𝑐43 − 𝑐23𝑐32𝑐44 + 𝑐22𝑐33𝑐44, 
 

𝑅2 (ب-13) = 𝑐24𝑐33𝑐41 − 𝑐23𝑐34𝑐41 − 𝑐24𝑐31𝑐43 + 𝑐21𝑐34𝑐43 + 𝑐23𝑐31𝑐44 − 𝑐21𝑐33𝑐44, 
 

𝑅3 (ج-13) = −𝑐24𝑐32𝑐41 + 𝑐22𝑐34𝑐41 + 𝑐24𝑐31𝑐42 − 𝑐21𝑐34𝑐42 − 𝑐22𝑐31𝑐44 + 𝑐21𝑐32𝑐44, 

 و
𝑅4 (د-13) = 𝑐23𝑐32𝑐41 − 𝑐22𝑐33𝑐41 − 𝑐23𝑐31𝑐42 + 𝑐21𝑐33𝑐42 + 𝑐22𝑐31𝑐43 − 𝑐21𝑐32𝑐43 

 برحسب 𝑆4و  𝑆2  ،𝑆3  ضرایب نییو تع 10 ماتریسی معادله یریکارگبهبا  یشکل مودهای ارتعاش ارائههمچنین جهت است. 

𝑆1  نوشت توانیم 8معادله  یریکارگبهو: 

(14) 𝑤̂(𝑋) =
𝑆1

𝑅1(1 + 𝛼𝑋)2
(𝑅1 sin βX +𝑅2 cos βX + 𝑅3 sinh 𝛽𝑋 + 𝑅4 cosh 𝛽𝑋) 

ق فرکانسی با شرایط مرزی کلاسیک در سمت چپ و شرایط مرزی کلی در معادله مشخصه دقی - 4

 سمت راست

که در انتهای سمت راست دارای شرایط مرزی کلی و در انتهای سمت  شودیمگرفته در نظر  2مطابق شکل  کنواختیریغ ریت

 دیبایمو آزاد  کشوییه، گیردار، ساد صورتبهیکی از شرایط مرزی کلاسیک است. چهار شرب مرزی کلاسیک  چپ دارای

𝑋و آزاد شرایط مرزی در  کشوییقرار گیرند. برای تیرها با شرایط مرزی گیردار، ساده،  یموردبررس =  از اندعبارتترتیب  هب  0

(15) 𝑤̂(0) =
𝑑𝑤̂(0)

𝑑𝑋
= 0, 𝑤̂(0) =

𝑑2𝑤̂(0)

𝑑𝑋2
= 0,

𝑑𝑤̂(0)

𝑑𝑋
= 𝑄̂(0) = 0,

𝑑2𝑤̂(0)

𝑑𝑋2
= 𝑄̂(0) = 0 

 

 
 شرایط مرزی غیر کلاسیک کلی در انتهای سمت راست با شرایط مرزی کلاسیک در انتهای سمت چپ و کنواختیریغتیر  2شکل 



 12 ... مرزی شرایط با همگن غیر و یکنواخت غیر برنولی اویلر تیر عرضی ارتعاشات برای ها مود شکل و فرکانسی دقیق مشخصه معادله
 

 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 داده می شوند. 7الی  4چپ مطابق جداول  در انتهای سمت کلاسیکبرای شرایط مرزی  𝑐𝑖𝑗 ضرایبدر نتیجه 
 چپ در انتهای سمت  گیردارمرزی  طبرای شر 𝒄𝒊𝒋ضرایب  4جدول 

i=2,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=1,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  
𝛽 𝑐21 0 𝑐11 

−2𝛼 𝑐22 1 𝑐12 
𝛽 𝑐23 0 𝑐13 

−2𝛼 𝑐24 1 𝑐14 

  چپدر انتهای سمت  سادهبرای شرط مرزی  𝒄𝒊𝒋ضرایب  5جدول 

i=2,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=1,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  
−4𝛼𝛽 𝑐21 0 𝑐11 

6𝛼2 − 𝛽2 𝑐22 1 𝑐12 
−4𝛼𝛽 𝑐23 0 𝑐13 

6𝛼2 + 𝛽2 𝑐24 1 𝑐14 

  چپدر انتهای سمت  کشوییبرای شرط مرزی  𝒄𝒊𝒋ضرایب  6جدول 
i=2,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=1,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  
𝛽(2𝛼2 − 𝛽2) 𝑐21 𝛽 𝑐11 

2𝛼𝛽2 𝑐22 −2𝛼 𝑐12 
𝛽(2𝛼2 + 𝛽2) 𝑐23 𝛽 𝑐13 

−2𝛼𝛽2 𝑐24 −2𝛼 𝑐14 

  چپدر انتهای سمت  آزاد برای شرط مرزی 𝒄𝒊𝒋ضرایب  7جدول 
i=2,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=1,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  
𝛽(2𝛼2 − 𝛽2) 𝑐21 −4𝛼𝛽 𝑐11 

2𝛼𝛽2 𝑐22 6𝛼2 − 𝛽2 𝑐12 
𝛽(2𝛼2 + 𝛽2) 𝑐23 −4𝛼𝛽 𝑐13 

−2𝛼𝛽2 𝑐24 6𝛼2 + 𝛽2 𝑐14 

 لهیوسهب( برای همه شرایط مرزی کلاسیک در سمت چپ  i=4,  j=1,…4)  ( وi=3,  j=1,…4، )𝑐𝑖𝑗بدیهی است ضرایب 

 شکل مودهای ارتعاشیو معادله مشخصه فرکانسی به ترتیب  14و 12معادلات  یریکارگبهبنابراین با  .شوندیمداده  3ول دج

 گردند.می نییتع

معادله مشخصه دقیق فرکانسی با شرایط مرزی کلاسیک در سمت راست و شرایط مرزی کلی  -5

 در سمت چپ

انتهای سمت  دارای شرایط مرزی کلی و در که در انتهای سمت چپ شودیمگرفته ظر در ن 3مطابق شکل  کنواختیریغتیر 

𝑋 و آزاد، شرایط مرزی در کشوییدارای یکی از شرایط مرزی کلاسیک است. برای تیرها با شرایط مرزی گیردار، ساده، راست  =

 :از اندعبارتبه ترتیب  1

(16) 𝑤̂(1) =
𝑑𝑤̂(1)

𝑑𝑋
= 0, 𝑤̂(1) =

𝑑2𝑤̂(1)

𝑑𝑋2
= 0,

𝑑𝑤̂(1)

𝑑𝑋
= 𝑄̂(1) = 0,

𝑑2𝑤̂(1)

𝑑𝑋2
= 𝑄̂(1) = 0 

 
 شرایط مرزی کلاسیک در انتهای سمت راست در انتهای سمت چپ و کلیتیر غیر یکنواخت با شرایط مرزی  3کل ش
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 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

 داده می شوند. 11الی 8جداول راست مطابق  در انتهای سمت کلاسیکبرای شرایط مرزی  𝑐𝑖𝑗ضرایب لذا 

 برای شرط مرزی گیردار در انتهای سمت راست 𝒄𝒊𝒋ضرایب  8 جدول

i=4,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=3,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  

𝐺𝛽 cos 𝛽 − 2𝛼 sin 𝛽 𝑐41 sin 𝛽 𝑐31 

−𝐺𝛽 sin β − 2𝛼 cos β 𝑐42 cos 𝛽 𝑐32 

𝐺𝛽 cosh 𝛽 − 2𝛼 sinh 𝛽 𝑐43 sinh 𝛽 𝑐33 

𝐺𝛽 sinh 𝛽 − 2𝛼 cosh 𝛽 𝑐44 cosh 𝛽 𝑐34 

 در انتهای سمت راست سادهبرای شرط مرزی  𝒄𝒊𝒋ضرایب  9 جدول

i=4,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=3,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  

(6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) sin β − 4𝛼𝐺𝛽 cos 𝛽 𝑐41 sin 𝛽 𝑐31 

(6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) cos 𝛽 + 4𝛼𝐺𝛽 sin β 𝑐42 cos 𝛽 𝑐32 

(6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) sinh 𝛽 − 4𝛼𝐺𝛽 cosh 𝛽 𝑐43 sinh 𝛽 𝑐33 

(6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) cosh 𝛽 − 4𝛼𝐺𝛽 sinh 𝛽 𝑐44 cosh 𝛽 𝑐34 

 برای شرط مرزی کشویی در انتهای سمت راست 𝒄𝒊𝒋ضرایب  10جدول 

i=4,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=3,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  

     2𝛼2 cos 𝛽 − 𝐺2𝛽2 cos 𝛽 + 2𝐺𝛼𝛽 sin 𝛽 𝑐41 𝐺𝛽 cos 𝛽 − 2𝛼 sin 𝛽 𝑐31 

−2𝛼2 sin 𝛽 + 𝐺2𝛽2 sin 𝛽 + 2𝐺𝛼𝛽 cos 𝛽 𝑐42 −𝐺𝛽 sin 𝛽 − 2𝛼 cos 𝛽 𝑐32 

2𝛼2 cosh 𝛽 + 𝐺2𝛽2 cosh 𝛽 − 2𝐺𝛼𝛽 sinh 𝛽 𝑐43 𝐺𝛽 cosh 𝛽 − 2𝛼 sinh 𝛽 𝑐33 

2𝛼2 sinh 𝛽 + 𝐺2𝛽2 sinh 𝛽 − 2𝐺𝛼𝛽 cosh 𝛽 𝑐44 𝐺𝛽 sinh 𝛽 − 2𝛼 cosh 𝛽 𝑐34 

 آزاد در سمت راست برای شرط مرزی 𝒄𝒊𝒋ضرایب  11 جدول

i=4,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  i=3,  j=1,…4 𝑐𝑖𝑗  

2𝛼2 cos 𝛽 − 𝐺2𝛽2 cos 𝛽 + 2𝐺𝛼𝛽 sin 𝛽 𝑐41 (6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) sin 𝛽 − 4𝛼𝐺𝛽 cos 𝛽 𝑐31 

−2𝛼2 sin 𝛽 + 𝐺2𝛽2 sin 𝛽 + 2𝐺𝛼𝛽 cos 𝛽 𝑐42 (6𝛼2 − 𝐺2𝛽2) cos 𝛽 + 4𝛼𝐺𝛽 sin 𝛽 𝑐32 

2𝛼2 cosh 𝛽 + 𝐺2𝛽2 cosh 𝛽 − 2𝐺𝛼𝛽 sinh 𝛽 𝑐43 (6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) sinh 𝛽 − 4𝛼𝐺𝛽 cosh 𝛽 𝑐33 

2𝛼2 sinh 𝛽 + 𝐺2𝛽2 sinh 𝛽 − 2𝐺𝛼𝛽 cosh 𝛽 𝑐44 (6𝛼2 + 𝐺2𝛽2) cosh 𝛽 − 4𝛼𝐺𝛽 sinh 𝛽 𝑐34 

 لهیوسبه راستبرای همه شرایط مرزی کلاسیک در سمت  (i=2,  j=1,…4)( و i=1,  j=1,…4، )𝑐𝑖𝑗بدیهی است ضرایب 

 دهای ارتعاشیشکل موو معادله مشخصه فرکانسی به ترتیب  14و 12معادلات  یریکارگبهبنابراین با ؛ شوندیمداده  2ول دج

 .گردندیم نییتع

 معادله مشخصه دقیق فرکانسی با شرایط مرزی کلاسیک در دو انتها -6

. شانزده حالت برای شرایط مرزی کلاسیک در دو میریگیمرا در نظر  4در شکل  جبا شرایط مرزی مندر کنواختیریغتیر 

معادله دقیق مشخصه  ارائهاست. جهت  ریپذامکان اندشدهگذاشتهبه نمایش  4شکل انتهای تیر مطابق حالات الف الی د که در 

 نوشتهشرایط مرزی مربوب به هر یک از این شانزده حالت را ، 14و  12عاشی با استفاده از معادلات تو شکل مودهای ار فرکانسی

 یم.کنتعیین می 13و 12 با استفاده از جداول راهنمای را 10 در معادله ماتریسی 𝑐𝑖𝑗 ضرایب و

 ط مرزی حالات الف و بایبرای شر 𝑐𝑖𝑗ضرایب  تعیین راهنمای 12 جدول

 حالت الف شرایط مرزی 𝑐𝑖𝑗 ضرایب به جداول مربوب شرایط مرزی حالت ب 𝑐𝑖𝑗 جداول مربوب به ضرایب

 گیردار-گیردار 4و 8 ساده-گیردار 5و 8

 گیردار-ساده 4و 9 ساده-ساده 5و 9

 گیردار-کشویی 4و10 ادهس-کشویی 5و10

 گیردار-آزاد 4و11 ساده-آزاد 5و11



 14 ... مرزی شرایط با همگن غیر و یکنواخت غیر برنولی اویلر تیر عرضی ارتعاشات برای ها مود شکل و فرکانسی دقیق مشخصه معادله
 

 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 برای شرایط مرزی حالات ج و د 𝑐𝑖𝑗تعیین ضرایب  راهنمای 13 جدول

 جشرایط مرزی حالت  𝑐𝑖𝑗 جداول مربوب به ضرایب دشرایط مرزی حالت  𝑐𝑖𝑗 جداول مربوب به ضرایب

 کشویی-گیردار 6و 8 آزاد-گیردار 7و 8

 کشویی-ساده 6و 9 آزاد-ساده 7و 9

 کشویی-کشویی 6و10 آزاد-کشویی 7و10

 کشویی-آزاد 6و11 آزاد-آزاد 7و11
 

 

 با شرایط مرزی کلاسیک در دو انتها  کنواختیریغتیر  4شکل 

 شرایط مرزی کلاسیک برخی معادله مشخصه فرکانسی با-7

 گیردار-گیردار

(17) 1 − cos 𝛽 cosh 𝛽 = 0 

𝑋در گیردار  = 𝑋  و ساده در 0 = 1 

(18) cosh 𝛽 [4𝛼 cos 𝛽 + 𝛽(1 + 𝛼) sin 𝛽] − 𝛽(1 + 𝛼) cos 𝛽 sinh 𝛽 − 4𝛼 = 0 

 

𝑋گیردار در  = 𝑋    و لغزشی در 0 = 1 

(19) 4𝛼3 + cosh 𝛽{4𝛼3 cos 𝛽 + (𝛼 + 1)𝛽[𝛽2 + 2𝛼𝛽2 + 𝛼2(𝛽2 + 4)] sin 𝛽}
+ (𝛼 + 1)𝛽{[𝛽2 + 2𝛼𝛽2 + 𝛼2(𝛽2 − 4)] cos 𝛽 − 4𝛼(𝛼 + 1)𝛽 sin 𝛽} sinh 𝛽 = 0 

 

𝑋گیردار در  = 𝑋    و آزاد در 0 = 1 

(20) cosh 𝛽 {[(4𝛼3 + 6𝛼2 + 4𝛼 + 1)𝛽4 + 𝛼4(𝛽4 − 12)] cos 𝛽

− 4𝛼(𝛼 + 1)𝛽[𝛽2 + 2𝛼𝛽2 + 𝛼2(𝛽2 + 3)] sin 𝛽}

− 4𝛼(𝛼 + 1)𝛽{[𝛽2 + 2𝛼𝛽2 + 𝛼2(𝛽2 − 3)] cos 𝛽 − 3𝛼(𝛼 + 1)𝛽 sin 𝛽} sinh 𝛽

+ 12𝛼4 + (𝛼4 + 4𝛼3 + 6𝛼2 + 4𝛼 + 1)𝛽4 = 0 
𝑋ساده در  = 𝑋    و گیردار در 0 = 1 

(21) (4𝛼 cos 𝛽 − 𝛽 sin 𝛽)cosh 𝛽 + 𝛽 cos 𝛽 sinh 𝛽 − 4𝛼 = 0 

 ساده-ساده

(22) 8𝛼2 − 2𝛼2(4 cos 𝛽 + 𝛽 sin 𝛽)cosh 𝛽 + 𝛽 [2𝛼2 cos 𝛽 − 𝛽(𝛼 + 1) sin 𝛽]sinh 𝛽 = 0 

𝑋ساده در  = 𝑋    و لغزشی در 0 = 1 

(23) cosh 𝛽 {(8𝛼4+𝛽4 + 3𝛼𝛽4 + 3𝛼2𝛽4 + 𝛼3𝛽4) cos 𝛽 + 2𝛼2𝛽[𝛽2 + 𝛼2(𝛽2 + 4) + 𝛼(2𝛽2 + 3)] sin 𝛽} 

+2𝛼2𝛽{[𝛽2 + 𝛼2(𝛽2 − 4) + 𝛼(2𝛽2 − 3)] cos 𝛽 − 2𝛽(1 + 3𝛼 + 2𝛼2) sin 𝛽} sinh 𝛽 − 8𝛼4 = 0 
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 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

𝑋ساده در  = 𝑋    و آزاد در 0 = 1 

(24) 

4α[𝛽4 + 4𝛼𝛽4 + 6𝛽4𝛼2 + 4𝛼3𝛽4 + 𝛼4(12 + 𝛽4)]
− cosh 𝛽{−4𝛼[−𝛽4 − 2𝛼𝛽4 + 2𝛼3𝛽4 + 𝛼4(−12 + 𝛽4)] cos 𝛽
+ 𝛽[𝛽4 + 4𝛼𝛽4 + 16𝛼5(3 + 𝛽2) + 4𝛼3𝛽2(6 + 𝛽2) + 𝛼4(36 + 36𝛽2 + 𝛽4)
+ 𝛼2(4𝛽2 + 6𝛽4)] sin 𝛽}
+ 𝛽{[𝛽4 + 4𝛼𝛽4 + 4𝛼3𝛽2(−6 + 𝛽2) − 16𝛼5(−3 + 𝛽2) + 𝛼4(36 − 36𝛽2 + 𝛽4)
+ 𝛼2(−4𝛽2 + 6𝛽4)] cos 𝛽 + 24𝛼3(1 + 3𝛼 + 2𝛼2)𝛽 sin 𝛽} sinh 𝛽 = 0 

𝑋لغزشی در  = 𝑋و گیردار در  0 = 1 

(25) 4𝛼3 + cosh 𝛽 [𝛽(4𝛼2 + 𝛽2) sin 𝛽 − 4𝛼3 cos 𝛽] + 𝛽[(𝛽2 − 4𝛼2) cos 𝛽 + 4𝛼𝛽 sin 𝛽] sinh 𝛽 = 0 

𝑋لغزشی در  = 𝑋   و ساده در 0 = 1 

(26) cosh 𝛽 [(8𝛼4 + 𝛽4 + 𝛼𝛽4) cos 𝛽 + 2𝛼2𝛽(𝛼2 + 𝛽2 − 3𝛼) sin 𝛽]
+ 2𝛼2{−4𝛼2 + 𝛽[(𝛽2 − 𝛼2 + 3𝛼) cos 𝛽 + 2𝛽(𝛼 − 1) sin 𝛽]} sinh 𝛽 = 0 

  

𝑋 آزاد در = 𝑋 در یردارو گ 0 = 1   

(27) cosh 𝛽 [(𝛽4 − 12𝛼4) cos 𝛽 + 4 𝛼𝛽(𝛽2 + 3𝛼2) sin 𝛽]
− 4𝛼𝛽(3𝛼2 cos 𝛽 − 𝛽2 cos 𝛽 − 3𝛼𝛽 sin 𝛽) sinh 𝛽 +12𝛼4 + 𝛽4 = 0 

𝑋آزاد در  = 𝑋و ساده در  0 = 1   

(28) cosh 𝛽[−4𝛼(12𝛼4 + 𝛽4 + 2𝛼𝛽4) cos 𝛽
+ 𝛽(36𝛼4 − 12𝛼5 + 4𝛼2𝛽2 − 12𝛼3𝛽2 + 𝛽4 + 𝛼𝛽4) sin 𝛽]
− 𝛽[(36𝛼4 − 12𝛼5 − 4𝛼2𝛽2 + 12𝛼3𝛽2 + 𝛽4 + 𝛼𝛽4) cos 𝛽
+ 24𝛼3𝛽(𝛼 − 1) sin 𝛽] sinh 𝛽 = 0 

است که در این قسمت  ریپذامکانشانزده حالت برای شرایط مرزی کلاسیک در دو انتهای تیر اشاره شد  قبلاًکه  طورهمان

 .اشاره شده است 28الی  17معادلات به دوازده حالت بر طبق 

 عددی یهامثال-8

 اختیار 29 مشخصات هندسی و مادی تیر را مطابق معادله و شکل مودها، بعدیبفرکانسی  یپارامترهااستنتاج  منظور به

 کنیمیم

(29)  ℎ(𝑋) = ℎ0(1 − 𝑐ℎ𝑋),         𝑏(𝑋) = 𝑏0(1 − 𝑐𝑏𝑋),    
𝐸(𝑋) = 𝐸0(1 − 𝑐ℎ𝑋), 𝜌(𝑋) = 𝜌0(1 − 𝑐ℎ𝑋)2 

بر 𝑐𝑏  و 𝑐ℎ همچنین به ترتیب  بر ارتفاع، پهنا ، مدول الاستیسیته و جرم مخصوص تیر دلالت دارند. 𝜌 و ℎ ،𝑏، 𝐸 که در آن

 . شوندیمداده  30ابطه ر طبق

(30) 
𝑐ℎ = 1 −

ℎ(1)

ℎ(0)
,     𝑐𝑏 = 1 −

 𝑏(1)

 𝑏(0)
  

𝑐𝑏 کهیهنگام به = 𝑐ℎ = 𝑐𝑏 کهیدرصورتو  گرددیمباشد تیر به تیر یکنواخت تبدیل  0 = 𝑐ℎ = باشد سطح مقطع تیر   1

𝑋در انتهای  =  .شودیموری به یک نقطه تبدیل ئاز نظر ت 1

 تیر گوه ای غیر همگن با چهار نوع شرایط مرزی کلاسیک مختلف  1-8

≠ 𝑐𝑏 29در معادله چنانچه  ≠ 𝑐ℎو   0 = 𝑐𝑏  کهیدرصورتبه تیر مخروطی با مقطع چهار گوش و  مورد بررسی باشد تیر 0

≠ 𝑐ℎو   0  به جداولمراجعه و  13و 12راهنمای  جداولاستفاده از با . گرددیمتبدیل شکل  یاگوهبه تیر باشد تیر مورد  نظر   0

آزاد -زادآو  کشویی-ساده، کشویی-گیردار، ساده-مرزی گیردار  یطشرا نوع   چهاربرای  𝑐𝑖𝑗ضرایب  توانیم ،هاآندر  شدهاشاره

. اندشدهداده 14 در جدولمحاسبه و 12رابطه  یریکارگبهبا  یاگوهبرای تیر  بدین ترتیب پنج پارامتر فرکانسی اول را تعیین کرد.



 16 ... مرزی شرایط با همگن غیر و یکنواخت غیر برنولی اویلر تیر عرضی ارتعاشات برای ها مود شکل و فرکانسی دقیق مشخصه معادله
 

 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 گذاشتهبه نمایش  5در شکل  و جاستنتاودها شکل م 14 با استفاده از رابطه آزاد-ساده و آزاد-دو شرب مرزی ساده ایبرهمچنین 

 فرکانسی مربوب پارامترهای بیشترین مقادیر مطلب است کهاین بین م 14 جدول بررسی .اندشده

𝑐𝑏 با شرایط مرزی کلاسیک یاگوهپنج پارامتر فرکانسی اول برای تیر  14جدول  = 0  ،𝑐ℎ = −13/7 

𝛽5 𝛽4 𝛽3 𝛽2 𝛽1 رایط مرزیش 
 گیردار-گیردار 4.73004 7.85320 10.9956 13.1372 17.2788

 ساده -ساده  2.89950 6.38590 9.54151 12.6754 15.8066

12.7536 9.66970 6.63207 3.70632 RBM کشویی-کشویی 

11.3259 8.26951 5.26359 RBM RBM آزاد -آزاد 

 
𝑐𝑏 آزاد-ساده و آزاد-ای تیر گوه ای با شرایط مرزی سادهرده بنمایش پنج مود اول الاستیک نرمالایز ش 5شکل  = 0  ،𝑐ℎ = −13/7 

شرایط با بیشتر مقید شدن  یگردعبارتبهآزاد هستند. -مربوب به شرایط مرزی آزاد ینترکمگیردار و -به شرایط مرزی گیردار

کشویی گیردار در درجه اول، ساده در درجه دوم،  گاهیهتک روینازا .یابندیمفرکانسی افزایش  یپارامترها مرزی در دو انتهای تیر

همچنین  .دهندیم به دستبیشترین و کمترین مقادیر پارامترهای فرکانسی را  یببه ترتدر درجه سوم و آزاد در درجه چهارم 

-رایط مرزی آزادکشویی دارای یک مود صلب انتقالی و ش-است شرایط مرزی کشویی شدهمشخص جدولکه در این  طورهمان

در شکل  .اندشده( مشخص RBMمود صلب دورانی است. این مودها در جدول با نماد ) یکو آزاد دارای یک مود صلب انتقالی 

سه مود الاستیک اول همراه با در مود صلب  ساده و-ساده یمرز طیبا شرا یاگوه ریت یبرا اول کیمود الاست پنج شکل توانیم 5

 کرد.مشاهده  را آزاد-آزاد برای تیر

  بر روی پارامترهای فرکانسی روطی غیر همگنخم هایتیراثر هندسه  2-8

𝑐ℎبا مقادیر مختلف  غیر همگن تیرهای مخروطی = 𝑐𝑏  یبراپارامترهای فرکانسی را  1-8مشابه قسمت را در نظر گرفته و  

که  طورهمان .اندشدهدرج 15در جدول  انسی اول برای این تیر. پنج پارامتر فرککنیمیمآزاد محاسبه -تیر با شرایط مرزی گیردار

𝑐ℎ مقادیر کاهشبا  کنیمیمجدول مشاهده  یندر ا = 𝑐𝑏  مقایسه تغییرات یابندیمفرکانسی کاهش  یپارامترهاشده و  ترنرمتیر .

 ترنرمملاحظه کرد که با  توانیم. است گذاشته شده به نمایش 6شکل مودهای دوم تا چهارم برای دو نوع تیر مخروطی در شکل 

 .کنندیمتیر پیشروی  ترنازکیعنی مقطع  شدن تیر نقاب گرهی به سمت راست

 آزاد-گیرداربا شرایط مرزی  مخروطیپنج پارامتر فرکانسی اول برای تیر  15جدول 

𝛽5 𝛽4 𝛽3 𝛽2 𝛽1 تیر مخروطی 

15.7365 12.8147 9.93026 7.07603 4.25784 𝑐ℎ = 𝑐𝑏 = 0.9 

14.5148 11.4641 8.46925 5.59301 3.03891 𝑐ℎ = 𝑐𝑏 = 0.6 

14.3154 11.2205 8.15806 5.16807 2.50957 𝑐ℎ = 𝑐𝑏 = 0.4 

14.2540 11.1438 8.05693 5.01932 2.31001 𝑐ℎ = 𝑐𝑏 = 0.3 

14.1683 11.0354 7.91009 4.78796 1.99860 𝑐ℎ = 𝑐𝑏 = 0.1 
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 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

 
 های دوم الی چهارم برای دو نوع تیر مخروطیمود شکل مقایسه 6شکل 

 الاستیکی انتقالی  دروطی غیر همگن با قیوخم تیر 3-8

𝐾̂𝑇𝐿 بعدیبهای شامل دو فنر خطی با سفتی ،در دو انتها یانتقال یکیالاستیود روطی غیر همگن با قختیر م  = 𝐾̂𝑇𝑅  را در

 یپارامترهاتغییرات   توانیمدر این صورت  .دو انتها برابر صفر باشد در شیخچر یفنرهاسفتی  کنیمیمض رظر گرفته و فن

 3و2 داولجرا از   𝑐𝑖𝑗 ضرایببدین منظور  انتقالی مورد مطالعه قرار داد.  یفنرها بعدیبتغییرات سفتی  برحسبفرکانسی را 

شده است.  ارائه 16برای این تیر در جدول  . پنج پارامتر فرکانسی اولکنیمیمحاسبه کانسی را مفر یپارامترهاراج کرده و خاست

. در این یابندیمپارامترهای فرکانسی افزایش  یجهدرنتو طی انتهایی تیر مقیدتر شده خ یفنرهابا افزایش سفتی  شودیممشاهده 

𝑐ℎمورد مثال  = 𝑐𝑏 =   تیار شده است.خا 0.4−

𝐾̂𝑅𝐿پنج پارامتر فرکانسی اول برای تیر مخروطی با قیود انتقالی و   16جدول  = 𝐾̂𝑅𝑅 = 0 

𝛽5 𝛽4 𝛽3 𝛽2 𝛽1 𝐾̂𝑇𝐿 = 𝐾̂𝑇𝑅  
11.0293 7.89622 4.78334 0.282498 0.202127 0.001 
11.0293 7.89625 4.78350 0.502356 0.359427 0.01 
11.0295 7.89661 4.78511 0.893256 0.638954 0. 1 
11.0308 7.90023 4.80114 1.587220 1.132510 1 
11.0442 7.93656 4.95731 2.800850 1.952490 10 
11.1820 8.30725 6.09577 4.666680 2.817120 100 
12.5892 10.6145 8.56181 6.037630 3.078930 1000 

 مرزی غیر کلاسیک انتهاییمخروطی غیر همگن با شرایط  تیر 4-8

𝑐ℎ)طی غیر همگن روتیر مخ = 𝑐𝑏 = 𝑀̂𝐿متمرکز  جرمشامل   (0.4 = در سمت راست   𝑀̂𝑅 جرم متمرکزدر سمت چپ و  1

را برای فرکانسی  یپارامترهارا تعیین کرده و سپس   𝑐𝑖𝑗ضرایب   3 و 2برای این تیر با استفاده از جداول  گیریمیمرا در نظر 

که در  طورهمان. شوندیم ارائه 17در این صورت پنج پارامتر فرکانسی اول مطابق جدول  .کنیمیممحاسبه   𝑀̂𝑅تلف خمقادیر م

 .یابندیمفرکانسی کاهش  یپارامترهاشده و  ترنرمبا افزایش جرم متمرکز سمت راست تیر مخروطی  شودیماین جدول مشاهده 

𝑀̂𝑅ی برای حالت فرکانس یپارامترها =  اسبه اند.حقابل منیز  31رابطه  از 𝑀̂𝐿و هر مقدار دلخواه  ∞

 



 18 ... مرزی شرایط با همگن غیر و یکنواخت غیر برنولی اویلر تیر عرضی ارتعاشات برای ها مود شکل و فرکانسی دقیق مشخصه معادله
 

 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

(31) 

4α(12𝛼4 + 𝛽4 − 4𝑀̂𝐿𝛼𝛽4)

+ cosh 𝛽 {−4α[12𝛼4 + 𝛽4 + 2(1 − 2𝑀̂𝐿)𝛼𝛽4] cos 𝛽

+ 𝛽[36𝛼4 − 12𝛼5 − 12𝛼3𝛽2 + 𝛽4 + 𝛼𝛽4 + 4𝛼2(𝛽2 + 𝑀̂𝐿𝛽4)] sin 𝛽}

+ 𝛽{[−36𝛼4 + 12𝛼5 − 12𝛼3𝛽2 − 𝛽4 − 𝛼𝛽4 + 𝛼2(4𝛽2 − 4𝑀̂𝐿𝛽4)] cos 𝛽

+ 2𝛽(12𝛼3 − 12𝛼4 + 𝑀̂𝐿𝛽4 + 𝑀̂𝐿𝛼𝛽4) sin 𝛽} sinh 𝛽 = 0 
 

𝑀̂𝐿جرم متمرکز  با مخروطیپنج پارامتر فرکانسی اول برای تیر  17جدول  =  در سمت چپ  1
𝛽5 𝛽4 𝛽3 𝛽2 𝛽1 𝑀̂𝑅 

15.6237 13.5089 10.4077 7.33254 4.32281 0 
15.7697 12.6398 9.51487 6.39675 3.24499 05 
15.7649 12.6337 9.50624 6.38248 3.20293 1 
15.7625 12.6306 9.80187 6.37520 3.18055 2 
15.7601 12.6275 9.49747 6.36783 3.15717 ∞ 

 اعتبارسنجی -9

 یککلاس یرغمرزی  یطشراتیر یکنواخت همگن با  9-1

𝑐ℎ)تیر یکنواخت همگن = 𝑐𝑏 =  گیریمیم در نظر را 4-8در بند  شدهیفتوصانتهایی با مشخصات  شامل اجرام متمرکز (0

با نتایج اول را  فرکانسیپنج پارامتر  18. جدول کنیمیمحاسبه م  𝑀̂𝑅  تلفخنسی را برای مقادیر مفرکا یپارامترهابرای این تیر 

که بر صحت نتایج تا کید  است. برقرارنتایج  ینمابخوبی  توافق بسیار گرددیمظه حکه ملا طورهمان .کندیممقایسه  [7] مرجع

 .نمایدیم

𝑀̂𝐿 جرم متمرکزبا  یکنواختپنج پارامتر فرکانسی اول برای تیر  17جدول  =  در سمت چپ  1

 ’’[7]،  مرجع  ’رضمطالعه حا

𝛽5 𝛽4 𝛽3 𝛽2 𝛽1 𝑀̂𝑅  
16.5227’ 13.3878’ 10.2566’ 7.13384’ 4.04183’ 0 
16.5227” 13.3878” 10.2566” 7.13380” 4.04180”  

15.7981’ 12.6773’ 9.56874’ 6.48734’ 3.48872’ 0.5 
15.7981” 12.6773” 9.56870” 6.48730” 3.48870”  

15.7694’ 12.6424’ 9.52445’ 6.42726’ 3.39880’ 1 
15.7694” 12.6424” 9.52450” 6.42730” 3.39880”  

15.7543’ 12.6239’ 9.50037’ 6.39319’ 3.34173’ 2 
15.7542” 12.6239” 9.50040” 6.39320” 3.34170”  

15.7543’ 12.6239’ 9.50037’ 6.39319’ 3.34173’ ∞ 
15.7387” 12.6045” 9.46490” 6.35600” 3.27330”  

 با شزایط مرزی کلاسیکمشخصه  فرکانسی تیر یکنواخت معادله  9-2

αبا جانشین کردن  = تعداد ده معادله مستقل برای تیر  12معادله  یریکارگبهو  13و12 ولاز جدا c𝑖𝑗و تعیین ضرایب  0

 نوشت: توانیم یجهنتدر .گرددیمزی کلاسیک در دو انتها نتیجه ریکنواخت با شرایط م

 گیردار-گیردار

(32) 1 − cos 𝛽 cosh 𝛽 = 0 

 ساده  -گیردار

(33) cosh 𝛽 sin 𝛽 − cos 𝛽 sinh 𝛽 = 0 

 لغزشی -گیردار

(34) cosh 𝛽 sin 𝛽 + cos 𝛽 sinh 𝛽 = 0 

 آزاد-گیردار
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 1شماره  /3دوره  /1402مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

(35) 1 + cos 𝛽 cosh 𝛽 = 0 

 ساده-ساده

(36) sin 𝛽 sinh 𝛽 = 0 

 لغزشی  -دهسا

(37) cosh 𝛽 cos 𝛽 = 0 

  آزاد -ساده

(38) cos 𝛽 sinh 𝛽 − cosh 𝛽 sin 𝛽 = 0 

 کشویی -کشویی

(39) sin 𝛽 sinh 𝛽 = 0 

 آزاد -کشویی

(40) cos 𝛽 sinh 𝛽 + cosh 𝛽 sin 𝛽 = 0 

 آزاد -آزاد

(41) 1 − cos 𝛽 cosh 𝛽 = 0 

مرزی کلاسیک هستند که فرکانسی تیر یکنواخت اویلر برنولی با شرایط   مشخصهعادله این معادلات شکل تحلیلی بسته م

 .گیردیمقرار  یدتائمورد  نیز . لذا صحت نتایج بدین ترتیباندشدهآورده  [22] ازجمله در مراجع متعدد

جمع بندی -10  

مشخصات تیرها که  و همگن اویلر برنولی برای کلاسی از غیریکنواختحل معادله دیفرانسیل حاکم بر ارتعاشات عرضی تیر -1

 شد. ارائهتحلیلی بسته  صورتبه کندمیپیروی  6از معادله  هاآن خواص مادیو  هندسی

و قیود الاستیکی خطی و  یتبا ممان اینرسی جرمی، خروج از مرکز غیر کلاسیک کلی شامل اجرام صورتبهشرایط مرزی  -2 

رد با ترکیبات متعددی از شرایط مرزی را مو تیرهاعرضی  ارتعاشات توانمی روازایندر نظر گرفته شدند.  1چرخشی مطابق شکل 

 مطالعه قرار داد.

فرکانسی و شکل مودهای ارتعاشی برای  پارامترهایاستنتاج  منظور بهجهت حل مسئله مقدار ویژه و بردار ویژه  𝑐𝑖𝑗ضرایب -3

 تیر با شرایط مرزی غیر کلاسیک کلی تعیین شدند. 

 گردندیم از یکدیگر متمایز  𝛼 بعدبیرامتر انتخاب مقدار پا برحسبکه  غیریکنواختمعادلات مشخصه دقیق فرکانسی تیرهای  -4

تیر یکنواخت با جانشین  . این معادلات برایاندشدهارائهتحلیلی بسته  صورتبهانتهای تیر  برای برخی شرایط مرزی کلاسیک دو

 .اندشدهواقعفاده که جهت اعتبارسنجی نتایج مورد استگردند می تبدیل شدهشناختهبه معادلات  𝛼صفر برای  کردن مقدار
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