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In this paper, buckling analysis of functionally graded rectangular Nano-plates considering 

the surface effect is investigated. Also, to define the material properties the Mori-Tanaka 

scheme is used which according to this scheme the material properties change continuously 

along the thickness direction. Displacement field is obtained using modified shear 

deformation theories. In these theories, against classical plate theory, the effects of rotary 

inertia and transverse shear deformations are considered and various functions such as 

exponential, trigonometric, hyperbolic and parabolic functions are used to considering these 

effects along the thickness direction. To considering nonlocal and surface effects the 

nonlocal elasticity theory and surface elasticity theory are employed respectively. The 

governing equations of motion are obtained by Hamilton’s principle and the Galerkin 

method is used to solve these equations. To show the accuracy of the present formulations, 

the presented results in this thesis are compared with those reported in the literature. 

Finally, the effects of various parameters which is related to the surface parameters such as 

residual surface stress, surface elasticity constant and also other parameters such as 

thickness ratio, aspect ratio, material index and nonlocal parameter of functionally graded 

nano-plate are investigated. 

Extended Abstract 

1. Introduction 

unctionally Graded Materials (FGMs) are a new class of composites materials that are typically a mixture 

of metals and ceramics in which the material properties vary continuously along the thickness direction. 

Inevitably, the resultant materials show a superior performance compared to the conventional composites, 

because of high-temperature resistance and mitigation of the thermal stress concentration. This features of the 

FGMs were caused the various applications such as thermal insulation. But in the recent years, the applications of 

FGMs are developed and they are used in many devices such as nanosensors, nanoactuators and micro and nano 

electromechanical systems (MEMS and NEMS). As a result, in the past few years, the mechanical properties of 

micro and nanoscale FGM systems such as bending, vibration and buckling analysis of in various structures, such 

as nanobeams, nanoshells and nanoplates, have been widely studied [6-9]. 

The impact of the surrounding environment on the atoms at the surface of structures is not the same as that of 

the atoms in the bulk part of the structure. The level of the energy and properties of surface atoms are different 

from those of bulk atoms as a result of friction, heat transfer, and external loads. As a result, the material properties 

of surface atoms, such as Young’s modulus, Lamé constant and mass density may be different. For instance, when 

you create or removethe bonds of the atoms on the surface of a structure, it causes the atoms on the surface to 

F 
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separate from each other, and this process releases energy. Some of this energy is used to create new connections 

between atoms. As a result, the amount of energy in the structure will change compared to how it was before. 

Consequently, the Surface energy is defined as an energy that is needed to make a new surface using atoms that 

are already exist. So far, several studies on the effects of surface parameters on mechanical behaviors of systems 

and structures [32-41] have been developed. 

Surface effects play significant roles in the material properties of the structures at micro and nanoscale, which 

is attributed to high ratio of the surface to the bulk atoms, compared to large-scale structures. Therefore, the surface 

effects should be considered in the analysis of micro and nanoscale structures. Since the surface effects are ignored 

in the conventional elasticity theories, an improved theory, called surface elasticity theory, was proposed by Gurtin 

and Murdoch [30, 31] to capture the surface effects. This theory has been widely employed to analyze dynamic 

behavior of the nanostructures. Raghu et al. [36] analyzed the effects of surface stress on the bending and vibration 

of laminated composite plates. They utilized the surface elasticity theory proposed by Gurtin and Murdoch. Attia 

[38] used surface elasticity theory to bending, buckling and free vibration of simply supported FG microbeams, 

based on the couple stress and Euler–Bernoulli beam theories. Nonlinear vibrations of laminated nanoplates, 

considering the surface and interface components of energy, were investigated by Wang et al [35]. 

2. Mathematical Formulation 

A functionally graded (FG) rectangular nanoplate is made of three layers, a core tha is made of FG materials, 

and two thin surface layers, as shown in Figure 1. The length, width and thickness of the plate are a, b and h, 

respectively. Due to the relatively small thicknesses of the face surface layers compared to the core layer, the 

thicknesses of the surface layers in coparision to core layer is assumed to be negligible. Also, 𝑆+ and 𝑆− refer to 

the top and bottom surfaces. 

 

Figure 1. Schematic of the sandwich rectangular FG nanoplate 

The Mori-Tanaka model [42] is used to define the material properties of FG plate of the core layer. Based on 

this model the variations of the Young’s modulus, Poisson’s ratio and mass density can be defined as Equation 1 

[42]. 

𝐸 (𝑧) =
9 𝐾 (𝑧) 𝐺 (𝑧)

3 𝐾 (𝑧) + 𝐺 (𝑧)
 

(1) 

 𝜈⁡(𝑧) =
3 𝐾 (𝑧) + 2 𝐺 (𝑧)

6 𝐾 (𝑧) + 2 𝐺 (𝑧)
 

𝜌(𝑧) = 𝜌𝑐𝑉𝑐 + 𝜌𝑚𝑉𝑚 
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2.1. Displacement and constitutive relations 

The modified shear deformation theories are employed to define the displacement relations. These theories are 

Exponential Shear Deformation Theory (ESDT), the Trigonometric Shear Deformation Theory (TSDT), the 

Hyperbolic Shear Deformation Theory (HSDT) and the Parabolic Shear Deformation Theory (PSDT). Based on 

these theories, displacement relations can be expressed as: 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑓(𝑧)𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡)  

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
+ 𝑓(𝑧)𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) (2) 

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)  

Where, ⁡𝑓(𝑧) for each theory is presented in table 1. 

Table 1. 𝒇(𝒛) for each shear deformation theories 

Theory 𝑓(𝑧) 

Exponential Shear Deformation Theory (ESDT) [13] 𝑧𝑒−2(
𝑧

ℎ
)2

 

Trigonometric Shear Deformation Theory (TSDT) [14] 
ℎ

𝜋
Sin (

𝜋𝑧

ℎ
) 

Hyperbolic Shear Deformation Theory (HSDT) [15] ℎSin (
𝑧

ℎ
) − 𝑧Cosh (

1

2
) 

Parabolic Shear Deformation Theory (PSDT) [16] 𝑧⁡(
5

4
−
5𝑧2

3ℎ2
) 

Now, using displacement relations the normal (𝜀𝑥𝑥, 𝜀𝑦𝑦) and shear (𝜀𝑥𝑦, 𝜀𝑥𝑧, 𝜀𝑦𝑧) strain components in the plate 

domain can be defined as follows: 

(3) 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 

2.2. Constitutive equations 

In this study, utilizing the Eringen’s nonlocal elasticity theory and the Gurtin-Murdoch surface elasticity theory 

are employed to express the stress fields in the plate domain. Based on the nonlocal elasticity theory and the Gurtin-

Murdoch surface elasticity theory, the constitutive equations of the core (indicated by the superscript b for bulk) 

and two surface layers (indicated by the superscript s) can be expressed as: 

(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑖𝑗
𝑏 = 𝜆𝜀𝑟𝑟𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 

(4) 

(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑖𝑧
𝑏 = 2𝜇𝜀𝑖𝑗 

(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑖𝑗
𝑠 = 𝜏𝑠𝛿𝑖𝑗 + (𝜆𝑠 + 𝜏𝑠)𝜀𝑟𝑟𝛿𝑖𝑗 + 2(𝜇𝑠 − 𝜏𝑠)𝜀𝑖𝑗 + 𝜏𝑠𝑢𝑖,𝑗 

(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑖𝑧
𝑠 = 𝜏𝑠𝑢𝑧,𝑖 

2.3. Governing Equations of Motion 

Using Hamilton’s principle, the governing equations of motion for the plate can be obtained. 

∫(𝛿𝑇 + 𝛿𝑊 − 𝛿𝑈)𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 (5) 

By calculating the strain energy and applying variations of the strain energy for the structure, the equilibrium 

equations can be expressed as follow: 

(6) 
𝜕𝑁𝑥𝑥

𝑒𝑞

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑦
= 0 
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𝜕𝑁𝑦𝑦
𝑒𝑞

𝜕𝑦
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑥
= 0 

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝑒𝑞

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑦𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦
𝑒𝑞

𝜕𝑥𝜕𝑦
= +𝑁1

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑁2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

𝜕𝑅𝑥𝑥
𝑒𝑞

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥

𝑒𝑞
= 0 

𝜕𝑅𝑥𝑥
𝑒𝑞

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑥
− 𝑄𝑦

𝑒𝑞
= 0 

The present study employs the Galerkin method to discretize the governing equations of motion. The 

admissible functions, representing the displacements u, v and w and rotations 𝜙 and 𝜓, which satisfy the simply 

supported boundary conditions at the four edges, are expanded as follows 

The the equilibrium equations of the structure are solved using Galerkin method. The trial functions, 

representing the displacements u, v and w and rotations ϕ and ψ, which satisfy the simply supported boundary 

conditions at the four edges, are expanded as follows 

𝑈 = ∑ ∑𝑢𝑚𝑛𝐶𝑜s(𝛾𝑥)𝑆𝑖n(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑉 = ∑ ∑𝑉𝑚𝑛𝑆𝑖n(𝛾𝑥)𝐶𝑜s(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑊 = ∑ ∑𝑊𝑚𝑛𝑆𝑖n(𝛾𝑥)𝑆𝑖n(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝜙 = ∑ ∑𝜙𝑚𝑛𝐶𝑜s(𝛾𝑥)𝑆𝑖n(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝜓 = ∑ ∑𝜓𝑚𝑛𝑆𝑖n(𝛾𝑥)𝐶𝑜s(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝛺𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

(7) 

Introducing the trial functions (7) in the equilibrium equations (6) leads to the characteristic equation of 

buckling, as follows: 

(8) ([𝐾] − 𝑁𝑐𝑟[𝐾𝑔]){∆} = {0} 

3. Results and discussion 

In this section, the presented results for effects of various parameter of surfaces on the buckling analysis of FG 

nanoplate are shown in figures ang tables. It is assumed that the FG nanoplate is made of (𝐴𝑙 𝐴𝐿2𝑂3⁄ ) and(𝐴𝑙 𝑆𝑖⁄ ). 
The properties of materials are tabulated in table 2. 

Table 2. Material properties 

Material 
Properties 

𝐸(𝐺𝑃𝑎) 𝜌(𝐾𝑔 𝑚3⁄ ) 𝜈 𝜌𝑠(𝐾𝑔 𝑚3⁄ ) 𝜏𝑠(𝑁 𝑚⁄ ) 𝜆𝑠(𝑁 𝑚⁄ ) 𝜇𝑠(𝑁 𝑚⁄ ) 

Aluminum (𝐴𝑙) 70 2707 0.3 5.46 × 10−7 0.9108 6.842 0.376 

Alumina (𝐴𝑙2𝑂3) 380 3800 0.3 ... … … … 

Silicon (𝑆𝑖) 210 2331 0.3 3.17 × 10−7 0.6048 -4.488 -2.774 

3.1. Verification of model 

Because there is no in the literature on the study about the dynamic characteristics of the FG nanoplates with 

surface effect, in this section the surface effect in the developed model is initially ignored to compare the results 

with those available in the literature 
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Table 3. Camparision of Non-dimentional critical buckling load (𝑵̅𝒄𝒓 = 𝑵𝒄𝒓(𝒂
𝟐 𝑬𝒎𝒉

𝟑⁄ )) for nanoplate with simply 

supported boundary condition for all edges (SSSS) under uniaxial loading (𝜷𝟏 = −𝟏⁡, 𝜷𝟐 = 𝟎⁡) 

𝑎
𝑏⁄  𝑎

ℎ⁄  
Material Index (g) 

Theory 0 1 2 5 10 

0.5 5 RPT [44] 6.7203 3.4146 2.6451 2.1484 1.9213 

  HSDT [43] 6.714 3.39 2.61 2.124 1.90 

  ESDT [7] 6.7259 3.4188 2.6457 2.1446 1.9209 

  ESDT (Present) 6.72594 3.41881 2.6457 2.14464 1.92089 

 10 RPT [44] 7.405 3.71 2.88 2.41 2.18 

  HSDT [43] 7.397 3.70 2.87 2.40 2.18 

  ESDT [7] 7.4069 3.7118 2.8898 2.4152 2.1894 

  ESDT (Present) 7.40688 3.71175 2.88977 2.41516 2.18938 

As it can be seen, there is a good agreement between the presented results in this research and those reported 

in the literature. 

3.2. The effect of surface parameters on the critical buckling load 

Firstly, the comparision between considering and neglecting the effect of surface parameters are shown in 

figures 2 and 3. The effect of different surface parameter such as surface residual stress, of surface elastic 

constants⁡(𝜆𝑠⁡𝑎𝑛𝑑⁡𝜇𝑠) and surface density on the the critical buckling load of FG nanoplate is presented. The 

results are depicted in figures 4-7. 
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Figure 2. Camparision of Non-dimentional critical buckling 

load (𝑵̅𝒄𝒓) for FG nanoplate with and without considering 

surface under uniaxial loading (𝜷𝟏 = 𝟎,𝜷𝟐 = −𝟏) 

Figure 3. Camparision of Non-dimentional critical buckling 

load (𝑵̅𝒄𝒓) for FG nanoplate with and without considering 

surface under Biaxial loading (𝜷𝟏 = −𝟏,𝜷𝟐 = −𝟏) 

Based on the results presented in figure 2 and 3 we can conclude that considering the surface effects lead to 

decreasing the Non-dimentional critical buckling load. In fact, every material has different properties for surface 

parameters that each parameter has particular effect on the critical buckling load but in this research based on the 

properties that have been tabulated in table 1, the resultant effect of surface parameter leads to decreasing the 

critical buckling load. 

From figures 4 and 5 we can find that Non-dimentional critical buckling load decrease by increasing the surface 

residual stress for pure ceramic side of the FG nanoplate (𝜏𝑠𝑐). Similarly, increasing the surface residual stress for 

pure ceramic side of the FG nanoplate (𝜏𝑠𝑐) lead to decreasing the Non-dimentional critical buckling load. In fact, 

by increasing the surface residual stress the level of the strain energy will decrease and as a result the felexibility 

of the FG nanoplate will increase. It is obvious that the critical buckling load will be dectrease when the FG 

nanoplate is more flexible. 

It can be seen from figure 6 and 7 that for a constant value for 𝑏 𝑎⁄ , Non-dimentional critical buckling load has 

a larger value when the 𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠 is positive rather than negative values for 𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠. Actualy, for positive values 

of surface elastic constant, the level of the strain energy increase. Therefore, the plate becomes stiffer rather than 

the situation that surface elastic constant have negative values.  

 

𝑁2 
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Figure 4. Effect of surface residual stress of pure ceramic side 

on the Non-dimentional critical buckling load (𝑵̅𝒄𝒓) for FG 

nanoplate under uniaxial loading (𝜷𝟏 = −𝟏,𝜷𝟐 = 𝟎) considering 
(𝑔 = 1, 𝜇̅ = 0, ⁡ℎ 𝑎⁄ = 0.1, ⁡𝑏 𝑎⁄ = 1) 

Figure 5. Effect of surface residual stress of pure metal side on 

the Non-dimentional critical buckling load (𝑵̅𝒄𝒓) for FG 

nanoplate under uniaxial loading (𝜷𝟏 = −𝟏,𝜷𝟐 = −𝟏) 

considering (𝑔 = 1, 𝜇̅ = 0, ⁡ℎ 𝑎⁄ = 0.1, ⁡𝑏 𝑎⁄ = 1) 
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Figure 6. Effect of surface elastic constants of pure metal side 

on the Non-dimentional critical buckling load (𝑵̅𝒄𝒓) for FG 

nanoplate under biaxial loading (𝜷𝟏 = −𝟏,𝜷𝟐 = −𝟏) considering 
(𝒈 = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏, ⁡𝒃 𝒂⁄ = 𝟏) 

 

Figure 7. Effect of surface elastic constants of pure ceramic side 

on the Non-dimentional critical buckling load (𝑵̅𝒄𝒓) for FG 

nanoplate under biaxial loading (𝜷𝟏 = −𝟏, 𝜷𝟐 = −𝟏) considering 
(𝒈 = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏, ⁡𝒃 𝒂⁄ = 𝟏) 

4. conclusion 

In this paper the effects of various parameter of surfaces on the Functionally Graded Nanoplate are investigated. 

It can be concluded from results that increasing the surface residual stress and choosing the negative values for 

lead to decreasing the level of the strain energy. Therefore, critical buckling load will be decrease. Because of 

thetype of the analys of buckling that is static analys, the kinetic energy will be zero. Thus, the density of the 

sufaces doesn’t have any effects on the critical buckling load. If we want to conclude about overall effects of 

surface parameters we shoud say that, considering the surface effects lead to decreasing the Non-dimentional 

critical buckling load. In fact, every material has different properties for surface parameters that each parameter 

has particular effect on the critical buckling load but in this research based on the properties that have been 

tabulated in table 1, the resultant effect of surface parameter leads to decreasing the critical buckling load. 
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 چکیده  واژگان کلیدی

 ،اثر سطح

 کمانش، 

 ،نانو ورق تابعی مدرج 

 یالاستتیسیته تئوری

 ،سطح 

 یالاستتیسیته تئوری

 .محلی غیر

به  ت.اس های تابعی مدرج مستطیلی با در نظر گرفتن اثر سطح بررسی شدهکمانش نانو ورق، حاضرر مقالهدر  

به طور  تاناکا بهره برده شررده اسررت که بر اسرراس این مدل خواص-از مدل موری خواص مواد منظور تعریف

های تیییر شررکب برشرری تئوری اسررتفاده ازکند. میدان جابجایی با پیوسررته در راسررتای ضررغامت تیییر می

ها اثر اینرسی دورانی و تیییر رقتئوری کلاسریک و برخلافها تئوری  که در این اندآمدهدسرتبهشرده اصرلا 

توابع مغتلف مانند اثرات مذکور از  جهت در نظر گرفتن .در نظر گرفته شرده است های برشری ررضریشرکب

ر نظر د برای. شررده اسررتبهره گرفته توابع نمایی، مثلثاتی، هایپربولیکی و پارابولیکی در راسررتای ضررغامت 

ی یتهی غیر محلی و تئوری الاستیسالاستیسیته هایاز تئورییب به ترتگرفتن اثرات غیر محلی و اثرات سطح 

و از روش حب  اندآمدهدستبهمعادلات حاکم بر حرکت با استفاده از اصب همیلتون  شده است.سرطح استفاده 

ز حاصب ا، نتایج آمدهدستبهبرای بررسی صحت نتایج  گلرکین جهت حب این معادلات اسرتفاده شرده اسرت.

ر سطو  های مرتبط با اثپارامتراثر  در انتهادر مقالات معتبر مقایسه شده است.  منتشرشدهبا نتایج  این تحقیق

 ،ه طولنسبت ضغامت ب مانند یهایپارامتر و همچنین طحی ستنش باقیمانده سرطح، ثوابت الاستیسیتهمانند 

 ردد.گکمانش سیستم بررسی میبر روی بار بحرانی  پارامتر غیر محلی ،اندیس توانی ،نسبت ررض به طول

 72/14/1041تاریخ دریافت: 

 12/11/1041تاریخ بازنگری: 

 77/17/1041تاریخ پذیرش:

 مقدمه -1

 موردیش بها ی رفتار دینامیکی و استاتیکی آنها در صنایع مغتلف مطالعههای اخیر به دلیب کاربرد وسیع ورقدر دهه

ی هایوزافزون در صنایع هوافضا و صنایع نیروگاهی، نیاز به ورقهای ربا توجه به پیشرفت. شامب [3-1]استفاده قرار گرفته است 

 1درجتابعی م ی که از موادهایکه دارای مقاومت بالا در برابر حرارت و بارهای مکانیکی داشته باشند نیز افزایش یافته است. ورق

(FGM) ک سو به سوی دیگر ورق تیییر باشند که خواص به تدریج از یاند دارای دو سطح با خواص متفاوت میساخته شده

شود که یک سمت ورق که دارای شوند که این امر بارث میسرامیک ساخته می -ها از جنس فلزاین ورق طورمعمولبهکند. می

شد در باباشد در برابر بارهای مکانیکی مقاومت بالایی داشته باشد و سمت دیگر ورق که از جنس سرامیک میجنس فلزی می

هایی که در برابر با توجه به مقدمه ذکر شده در مورد نیاز صنایع مغتلف به ورق حرارت مقاومت بالایی از خود نشان دهد.برابر 

 های تابعی مدرج بیشهای مکانیکی مقاومت مطلوبی داشته باشند موجب شده است تا بررسی ارتعاش و کمانش ورقحرارت و بار

                                                            
1 Functionally Graded Materials 
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 .[9-6]پیش مورد توجه محققان قرار گیرد  از

 (CPT) 8ورق کلاسیکتئوری توان به ها میآن ازجملههای مغتلفی وجود دارد که ها تئوریجهت تحلیب ورق یطورکلبه

تیییر دلیب در نظر نگرفتن  اشاره کرد. تئوری کلاسیک ورق به [11] (FSDT) 5تیییر شکب برشی مرتبه اول تئوریو  [10]

ر نظر گرفتن د به دلیب تیییر شکب برشی مرتبه اولهای با ضغامت بالا دقت بالایی ندارد. تئوری برای ورق ی برشی ررضیهاشکب

ی در ی برشهاتنش کهییازآنجاشود ولی هایی با دقت بالاتر منتهی میبه پاسخ اثر اینرسی دورانیو  ی برشی ررضیهاکرنش

دارد. جهت رفع مشکب رنوان شده در  4نیاز به ضریب تصحیح برشی در نظر گرفته نشده است، این تئوریصفر سطو  آزاد ورق 

اصلا  های و تئوری SDT)T( [18] 3سوم مرتبه برشی شکب تیییرمانند تئوری  های، تئوریتیییر شکب برشی مرتبه اولتئوری 

ارائه  [16] 9، پارابولیکی[13] 2، هایپربولیکی[14] 6مثلثاتی ،[15] 6نمایی شکب برشی رییتیهای ی دیگری مانند تئوریشده

واهری جمذکور صورت پذیرفته اشاره شده است.  هایها با استفاده از تئوریدر ادامه به برخی از تحقیقاتی که بر روی ورق اند.شده

رانی ها بار بحها پرداختند. آنهای تابعی مدرج با استفاده از تئوری کلاسیک ورقبه تحلیب رفتار کمانش ورق [12, 16]و اسلامی 

ی و همکاران حسینی هاشمبررسی کردند.  [12]های فشاری و بارگذاری [16]حت چهار نوع بارگذاری حرارتی مغتلف کمانش را ت

ی ابارهای درون صفحهدر نظر گرفتن ا ی مستطیلی بهاورقتئوری تیییر شکب برشی مرتبه اول کمانش با استفاده از  [19]

مکانیکی های تابعی مدرج را تحت بارگذاری حرارتی و نیز کمانش ورق [80]ژانگ و همکاران  را مورد بررسی قرار دادند.مغتلف 

گلرکین -ی شکب ضعیف پتروفبندفرمولها تئوری تیییر شکب برشی مرتبه اول بر اساس آن مورداستفادهاند. تئوری بررسی کرده

جدید برای تئوری تیییر شکب برشی مرتبه سوم بر اساس سطح خنثی  بندیفرمولبه  [81]تای و کیم  بوده است. 10محلی

حقیق از ها در این تپرداختند و از این تئوری برای تحلیب کمانش ورق تابعی مدرج مستقر بر بستر الاستیک استفاده کردند. آن

ی بستر الاستیک استفاده کردند. مای چی و همکاران سازهیشببرای  11معادلات حرکت و از مدل پسترناکروش حب لوی برای حب 

مدرج  های تابعیاند و از این تئوری برای تحلیب کمانش ورقتئوری جدید تیییر شکب برشی هایپربولیکی را ارائه کرده [88]

 چهار معادله بوده است زیرا آمدهدستبهدر این تئوری تعداد معادلات حرکت  هادیگر تئوری برخلاف اند.ساندویچی استفاده کرده

های تابعی مدرج با شرط مرزی یب کمانش ورقبه تحل [85]این تئوری دارای چهار ضریب مجهول بوده است. مظفری و ایوب 

ت که ها فرض شده اسی تیییر شکب برشی پرداختند. در تحقیق آنی مرتبه بالاهایتئورگاه ساده با استفاده از تکیه طرف چهار

 .ها تأثیر این تیییرات روی کمانش ورق تابعی مدرج را بررسی کردندکند و آنخطی تیییر می صورتبهضغامت ورق 

دو روش وجود دارد. روش اول که  طورکلیبهباشد جهت بررسی این اثر به دلیب اینکه در مقیاس نانو اثر اندازه قابب توجه می

وابط رباشند. روش دوم استفاده از ها بسیار پیچیده، پرهزینه و زمان بر میباشد ولی این روشسازی اتمی و روش تجربی میشبیه

 ،یوستهمکانیک محیط پ هایباشد. در میان تئوریباشد که روشی مناسب برای جایگزینی روش اول میمی مکانیک محیط پیوسته

در این تئوری اثر اندازه در نظر گرفته نشده است بنابراین جهت  کهییازآنجااشاره کرد.  تئوری محیط پیوسته کلاسیکتوان به می

های دیگری ارائه شده است که از جمله باشد. جهت رفع این مشکب تئوری تواند مفیدها نمیمطالعه رفتار مکانیکی نانو ساختار

 [82-86] 14ی غیر محلی ارینگن ، تئوری الاستیسیته[83] 15، تئوری تنش کوپب[84] 18تئوری گرادیان کرنش بهتوان ها میآن

های تابعی مدرج با استفاده از تئوری تیییر شکب برشی نمایی به تحلیب کمانش نانو ورق [89, 6]خورشیدی فلا   اشاره کرد.

ی غیر محلی جهت در نظر گرفتن تأثیر مقیاس روی کمانش نانو ورق استفاده ها در این تحقیق از تئوری الاستیسیتهپرداختند. آن

های تابعی مدرج در محیط حرارتی با استفاده از تئوری تحلیب کمانش میکرو ورق [2]خورشیدی و همکاران کردند. همچنین 
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ه جهت در نظر گرفتن اثرات انداز شدهاصلا تئوری تنش کوپب ها در این تحقیق از تیییر شکب برشی نمایی را ارائه کردند. آن

 استفاده کردند.

باشد در این قسمت به هدف اصلی این مقاله بررسی اثرات ناشی از سطو  بر با بحرانی کمانش نانو ورق می کهییازآنجا 

های موجود در سطح آزاد آن اتم تأثیری که محیط اطراف یک جسم رویاهمیت بررسی این موضوع پرداخته شده است. در واقع 

باشد. از سوی دیگر رملیات گذارد متفاوت میهای موجود در قسمت حجم میانی جسم میگذارد با تأثیری که روی اتمجسم می

شوند، بارث شکسته شدن یک سطح آزاد می به وجود آمدن بهمکانیکی مغتلف ازجمله بریدن اجسام، تراشکاری و... که منجر 

ن آمد به وجودشود. رلاوه بر این برای ها بارث آزاد شدن انرژی میشوند. که این شکسته شدن اتمها در آن سطح میتمپیوند ا

ی موجود، هااتمانجام شده برای تشکیب سطح از  کارشود. به های موجود در سطح مقداری انرژی صرف میپیوند جدید بین اتم

 توان به تنشها میآن ازجملهسطح مفاهیم دیگری در رابطه با سطح وجود دارند که  شود. رلاوه بر انرژیانرژی سطح گفته می

ی سطح اشاره کرد. تنش سطح در واقع نیروی ارمال شده بر واحد سطح است که برای کشش الاستیک سطح و خواص الاستیسیته

است در جامدات بین این دو مفهوم که در تعریف دو مفهوم انرژی و تنش سطح مشغص  طورهماندر سطح مورد نیاز است. 

ا هدیگر تفاوت خواص الاستیسیته در سطو  اجسام و قسمت حجم میانی آن توجهقاببی های اساسی وجود دارد. نکتهتفاوت

ی مکانیکی مغتلف از قبیب تراشکاری، فرزکاری، سغت کاری و... دارای خواص مکانیکی هاتیفعالباشد. سطو  اجسام به دلیب می

مه ی سطو  مانند مدول یانگ، ثوابت لاباشند. در واقع برخی خواص الاستیسیتههای آن اجسام میمتفاوتی نسبت به سایر قسمت

گری های مکانیکی مغتلف روامب دیشوند. رلاوه بر فعالیتی مکانیکی ذکر شده در بالا دچار تیییر میهاتیفعالو چگالی با انجام 

های مغتلف اصطکاک، انتقال حرارت و بارگذاری ازجملههای مغتلف حیط اطراف و تأثیر پدیدهنیز مانند تقابب سطو  با م

 ی سطو  را تیییر دهند.   توانند خواص الاستیسیتهمی

باشند تأثیرات مرتبط با های جسم کم و ناچیز میها در مقایسه با کب اتمهای موجود در سطح آندر اجسامی که تعداد اتم

برای اجسامی که دارای نسبت سطح به حجم زیادی  کهیدرصورتبالا ذکر شدند قابب صرف نظر کردن هستند. سطح که در 

مرتبط با  راتیتأثباشد، می ملاحظهقاببها های آنهای موجود در سطح در مقایسه با کب اتمباشند و در حقیقت تعداد اتممی

م زیاد ی نسبت سطح به حجنانومترباشند. حال با در نظر گرفتن این موضوع که در مقیاس طول نمی یپوشچشمقاببسطح دیگر 

گذاری بر رفتار ماده خواهند داشت. اثرات مغتلف توان دریافت که در این مقیاس خواص مربوط به سطح نقش تأثیرباشد میمی

واند نشده است بنابراین این تئوری نیازی به اصلا  دارد تا بتی کلاسیک در نظر گرفته سطح روی رفتار مواد در تئوری الاستیسیته

در ادامه به  .[51, 50] را ارائه کردند ی  اصلا  شدهتئوری الاستیسیته 13مرداچگرتین و این اثرات را لحاظ کند. از همین رو 

یک  [58]لو و همکاران ها انجام شده است پرداخته شده است. اثر سطح بر روی ورق یینهدرزمهای اخیر تحقیقاتی که در سال

رای ها باند. آنمرتبط با سطح و اندازه را در نظر گرفته راتیتأثها اند که در این تئوری آنهای نازک ارائه کردهتئوری برای ورق

 یرخطی راهای غاند ولی این قابلیت گسترش برای جابجاییخطی نوشته یسادگی کار این تئوری را بر اساس روابط الاستیسته

ها از تئوری بررسی کردند. آن هانانو ورقوی ارتعاش آزاد تأثیر تنش سطح را ر [55]نیز داشته است. انصاری و سهمانی 

مرداچ جهت در نظر گرفتن روابط مربوط به تنش سطح استفاده کردند. معادلات حرکت را نیز بر -ی سطح گرتینالاستیسیته

ی حب تحلیلی برای مطالعه [54]آوردند. اسدی  به دستها و تئوری تیییر شکب برشی مرتبه اول های کلاسیک ورقاساس تئوری

های مستطیلی تحت بارگذاری خارجی را ارائه داد. او در این تحقیق اثر خواص سطح شامب تنش باقیمانده ارتعاش اجباری نانو ورق

 های مستطیلی بررسی کرد. او از تئوریی سطح و چگالی وزنی سطح را روی فرکانس طبیعی نانو ورقسطح، خواص الاستیسیته

 [53]آوردن معادلات بهره برد. وانگ و وانگ  به دستشهف جهت -ی کیرافتهیمیتعممرداچ و تئوری -ی سطح گرتینالاستیسیته

جهت حب  هاآنها با در نظر گرفتن اثر سطح ارائه دادند. یک مدل اجزا محدود پیوسته برای مطالعه خمش و ارتعاش نانو ورق

ا هکه تأثیر خواص سطح روی رفتار نانو ورقاستفاده کردند و با بررسی نتایج خود دریافتند  16معادلات حاکم از روش گلرکین

ای با در نظر گرفتن های کامپوزیتی لایهبه تحلیب ورق [56]ها دارد. راقو و همکاران بر آن شدهارمالوابسته به نوع شرایط مرزی 

                                                            
15 Gurtin and Murdoch 
16 Galerkin Method 
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ئوری اندازه و از ت ریتأثی غیر محلی ارینگن جهت در نظر گرفتن در این مطالعه از تئوری الاستیسیته هاآناثر سطح پرداختند. 

گرفتن اثرات سطح استفاده کردند. معادلات دیفرانسیب با استفاده از تئوری تیییر  مرداچ جهت در نظر-ی سطح گرتینالاستیسیته

تحلیب ارتعاش  [56]بهره بردند. کریمی و شهیدی  16ها روش حب نویرو جهت حب آن شدهنوشتهشکب برشی مرتبه سوم ردی 

های حرارتی، مکانیکی و میناطیسی با در نظر گرفتن اثر سطح موضوع تحقیقشان بوده است. در این تحقیق ها تحت نیرونانو ورق

تحلیب کاملی شامب تحلیب خمش، ارتعاش و  [52]است.  اتیا  شدهیبررسها بر رفتار نانو ورق نیز 12تأثیر بستر الاستیک وینکلر

او در این تحقیق جهت نوشتن معادلات حرکت حاکم بر  مورداستفاده ت. تئوریاسی تابعی مدرج را ارائه داده رهاینانو تکمانش 

مرداچ -استفاده کرده است. از تئوری گرتین شدهاصلا تیر، تئوری اویلر برنولی بوده و جهت تحلیب اثر اندازه از تئوری تنش کوپب 

تأثیر انرژی سطح را روی  [59]ست. وانگ و همکاران بهره برده ا ریت نانوی سطح روی رفتار خواص الاستیسیته ریتأثجهت تحلیب 

ی ارتعاش غیرخطی با ها در تحقیق خود دریافتند که دامنهررسی کردند. آنای بهای کامپوزیتی لایهارتعاش غیرخطی نانو ورق

در نظر گرفتن انرژی سطح نسبت به حالتی که انرژی سطح را در نظر نگرفته بودند کمتر شده است. همچنین اثر انرژی سطح 

نیز به تحلیب اثر انرژی سطح روی رفتار کمانش  [40]خواهد بود. ژو و همکاران  رتریگچشمهای بیشتر با لایه هانانو ورقبرای 

 یها در این تحلیب در نظر گرفتند که در بالا و پایین نانو پوسته دو میکرو لایهای پرداختند. آنهای تابعی مدرج استوانهنو پوستهنا

ردند. ها استفاده کآوردن معادلات حرکت حاکم بر نانو پوسته از تئوری کلاسیک پوسته به دستپیزوالکتریک قرار دارد و جهت 

اند. هبررسی کرد هانانو ورقی، گرادیان کرنش و انرژی سطح را روی پاسخ دینامیکی محل ریغاثرات کوپب تنش  [41]لو و همکاران 

ی و گرادیان کرنش از تئوری گرادیان کرنش غیر محلی استفاده محل ریغدر این مطالعه جهت نشان دادن اثرات تنش  هانآ

 اند.ی سطح بهره بردهبرای در نظر گرفتن اثرات سطح از تئوری الاستیسیته کهیدرحالاند کرده

 های پیشینها در بغشاثر سطح بر روی ورقمطالعه ی ینهدرزمکه  هاییپژوهشبا توجه به مقدمه ذکر شده و بررسی کلیه 

کمانش نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی با در نظر مطالعه حاضر برای اولین بار به  مقالهدر  توان گفت کهرنوان شده است می

تئوری  یریکارگبهی مغتلف با های تیییر شکب برشی اصلا  شدهگرفتن اثر سطح پرداخته شده است. برای این منظور از تئوری

 یی غیر محلی ارینگن بهره گرفته شده است. تئوری مورد استفاده جهت در نظر گرفتن اثر سطح تئوری الاستیسیتهالاستیسیته

و روش مورد استفاده جهت حب  آمدهدستبه 19باشد. معادلات حرکت حاکم با استفاده از اصب همیلتونمرداچ می-سطح گرتین

 .باشدمی این معادلات روش گلرکین

 روابط حاکم بر مواد تابعی مدرج -7

 نییقسمت پا کهیطورمدرج ساخته شده است. به یاز مواد تابع پژوهش نینانو ورق موردمطالعه در اکه رنوان شد  گونههمان

به  کیضغامت از سرام ی. خواص مواد در راستاباشدیورق از جنس فلز خاص م ییخالص و قسمت بالا کیورق از جنس سرام

 یاو نسبت پواسون در راست یچگال انگ،یشامب مدول  اصخو راتییتی ی. درواقع چگونگکنندیم رییتی وستهیصورت پفلز به

که مدل مورد  شودیاستفاده م یمغتلف هایخواص مواد از مدل راتییتی یمدل کردن نحوه ی. براباشدیم تیاهم یضغامت دارا

ارائه شد که بر اساس آن  [48]و تاناکا  یتوسط مور 1965مدل در سال  نیباشد. ایتاناکا م-یمدل مور قیتحق نیاستفاده در ا

 .شودیم فیتعر ریصورت زبه یو فلز بر اساس تابع توان کیسرام یکسر حجم

(1) 
𝑉𝑐 = (

𝑧

ℎ
+ 0.5)

𝑔

           

𝑉 𝑐 + 𝑉 𝑚 = 1 

باشند. در مدل ضغامت ورق می ⁡ℎاندیس توانی و  𝑔به ترتیب کسر حجمی سرامیک و فلز،  𝑉 𝑚و  𝑉𝑐ی بالا که در رابطه

 شوند.تعریف می 5و  8 روابط صورتبهمؤثر ⁡𝐺(𝑧)و مدول برشی 𝐾(𝑧)تاناکا مدول بالک -موری

(8) 
𝐾(𝑧) − 𝐾𝑚
𝐾𝑐 − 𝐾𝑚

=
𝑉𝑐

1 + 𝑉𝑚
3(𝐾𝑐−𝐾𝑚)

3𝐾𝑚+4𝐺𝑚

 

                                                            
17 Navier Solution Method 
18 Winkler Elastic Foundation 
19 Hamilton’s Principle 
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(5) 
𝐺(𝑧) − 𝐺𝑚
𝐺𝑐 − 𝐺𝑚

=
𝑉𝑐

1 + 𝑉𝑚
𝐺𝑐−𝐺𝑚

𝐺𝑚+𝐹(𝑧)

 

 داریم: (5)ی که در رابطه

(4) 𝐹(𝑧) =
𝐺𝑚(9𝐾 𝑚 + 8𝐺 𝑚)

6 𝐾𝑚 + 12𝐺𝑚
 

 :شوندیم فیتعر 6تا  3روابط  صورتبه یانبساط حرارت بینسبت پواسون و ضر انگ،یبا توجه به روابط بالا مدول  نیبنابرا

(3) 𝐸 (𝑧) =
9 𝐾(𝑧) 𝐺 (𝑧)

3 𝐾 (𝑧) + 𝐺 (𝑧)
 

(6) 𝜈⁡(𝑧) =
3 𝐾 (𝑧) + 2 𝐺 (𝑧)

6 𝐾 (𝑧) + 2 𝐺 (𝑧)
 

(6)  𝛼(𝑧) − 𝛼𝑚
𝛼𝑐 − 𝛼𝑚

=

1

𝐾(𝑧)
−

1

𝐾𝑚
1

𝐾𝑐
−

1

𝐾𝑚

 

 شود:تعریف می 2ی رابطه صورتبهچگالی وزنی نیز بر اساس مدل قانون توانی  رلاوهبه

(2) 𝜌(𝑧) = 𝜌𝑐𝑉𝑐 + 𝜌𝑚𝑉𝑚 

 باشند.به ترتیب بیانگر فلز و سرامیک می 𝑐و  𝑚اندیس  (2)تا  (8)در روابط 

 ی غیر محلیتئوری الاستیسیته -3

ازه هایی استفاده کرد که اثرات انداز تئوری بایستییمبا در نظر گرفتن اثر سطو   های تابعی مدرججهت تحلیب کمانش ورق

ی محلی( اثرات مقیاس در نظر )تئوری الاستیسیته پیوسته هایمحیط مکانیک در ها در نظر گرفته شده باشد.و سطو  در آن

ذرات گسسته مدل شوند، به صورت یک جسم یکپارچه که هیچ  صورتبهآنکه مواد  یجابهگرفته نشده است زیرا در این تئوری 

به های و تنش یمولکولبین های در مقیاس اتمی اندرکنش درواقعارد مدل شده است. ها( آن وجود ندای بین ذرات )اتمفاصله

باشند. جهت در نظر گرفتن اثرات مذکور در تحلیب رفتار  پوشیچشمیرقاببغاندازه و سطو   اثراتشود تا آمده سبب می وجود

نقطه  بهطراف ا محیط اثر یمحل ریغ یتهیسیالاستشود. در تئوری استفاده می یمحل ریغ یتهیسیالاست یتئور ازها دینامیکی ورق

. باشدیراف ماط طیمح بدون در نظر گرفتن نقطه کی یرفتار محل ی محلیالاستیسیتهدر تئوری  کهیدرحالشود در نظر گرفته می

 ریغ یتهیسیالاسترو تئوری ینا باشد. ازنمی یپوشچشمقاببیک اتم های مجاور بر روی اثرات اتمدر مقیاس نانو به دلیب آنکه 

 ها منجر خواهد شد.هایی با دقت بالا برای رفتار دینامیکی ورقبه پاسخ یمحل

 نیز اطراف محیط در کرنش به نقطه، همان در کرنش بر رلاوه جسم از نقطه هر در تنش محلی، غیر یالاستیسیته تئوری در

 .[86]شود می تعریف زیر صورتبه تنش تئوری، این در بنابراین .باشدمی وابسته

(9) 𝜎𝑖𝑗(𝑥) = ∫𝐻(|𝑥′ − 𝑥|)𝜎ij
𝑐  (𝑥′) 𝑑𝑉 (𝑥′)

𝑉

 

معرف   Vو  هستای دیگر از جسم نقطه ′𝑥باشد،ای از جسم است که تحت تأثیر میدان تنش مینقطه 𝑥که در رابطه بالا، 

𝜎𝑖𝑗به ترتیب تانسور تنش محلی و تابع غیر محلی شود.روی آن انتگرال گرفته می باشد کهمیحجمی از جسم 
𝑐 (𝑥′)⁡  و𝐻(|𝑥′ −

𝑥|) ن از رملگر یک تابع گری رنوانبهکه تابع غیر محلی در نظر گرفتن این بای داخلی وابسته است. د که به طول مشغصهنباشمی

 داریم: باشددیفرانسیلی خطی می

(10) 𝐿𝐻(|𝑥′ − 𝑥|) = 𝛿(|𝑥′ − 𝑥|) 

فرم  کیبه  1در رابطه  8رابطه  یگذاری. با جاباشندیم یخط یلیفرانسیرملگر د Lو  راکید یدلتا δ ،10در رابطه  که
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 یابیم.دست می 11 یرابطه فرمبه  هیاول یلیفرانسید

(11) 𝐿𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗
𝑐  

 .شودیم فیتعر 18رابطه صورت به ک،یجسم الاست کی یتعادل برا یرابطه

(18) 𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑓
𝑖
= 𝜌(𝑧)𝑢̈𝑖 

باشند. مدل غیر محلی با استفاده از رملگر دیفرانسیلی بردار جابجایی می 𝑢𝑖نیروهای حجمی و  𝑓𝑖چگالی،  𝜌که در این رابطه 

 .باشدمی 15ی رابطه صورتبهی دوبعدشود که در حالت تعریف می⁡𝐿خطی

(15) 𝐿 = 1 − 𝜇2𝛻2 

𝛻2 صورتبهرملگر لاپلاسین بوده و در مغتصات کارتزین  𝛻2که  = 𝜕2 𝜕𝑥2⁄ + 𝜕2 𝜕𝑦2⁄ شود. تعریف می𝜇 = 𝑒0𝑎  نیز

 شود.گیری میآزمایش اندازه از طریقثابت ماده است که  𝑒0طول مشغصه داخلی و  𝑎پارامتر غیر محلی بوده که 

 با در نظر گرفتن اثر سطح نانو ورق تابعی مدرج کمانشتحلیل  -0

 باانو ورق ن، با در نظر گرفتن اثر سطح ی غیر محلیبر اساس تئوری الاستیسیته مدرج یکمانش نانو ورق تابع بیجهت تحل

 و پایین (+𝑆) دو سطح در نظر گرفته شده در بالا .شده استدر نظر گرفته الف-1مطابق شکب  hو ضغامت  b، ررض aطول 
(𝑆−) به این ترراحتجهت درک  صرفا  بسیار ناچیز بوده و این دو سطح ضغامت  درواقعو باشند ورق جهت بررسی اثر سطح می 

طور هماننیز  ب-1در شکب ورق مستقرشده است.  یانیم یهیبر لا zو  x ،y نیدستگاه مغتصات کارتز .اندصورت نمایش داده شده

 .قرار گرفته است 𝑁2و  𝑁1 یمحور هایروین ریکمانش تحت تأث بینانو ورق جهت تحل شودیکه ملاحظه م

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ایهای درون صفحهنمایش یک نانو ورق تحت تأثیر نیرو ب( تابعی مدرج مستطیلی نانو ورقهندسه  الف( -1شکب 

، [13]هایپربولیکی  ،[14]، مثلثاتی [15]اساس تئوری تیییر شکب برشی نمایی بر  ⁡𝑧و 𝑥  ،𝑦روابط جابجایی در سه راستای 

 د.نشوبیان می 16تا 14 ابطور صورتبه [16]پارابولیکی 

 

 

𝑏 

𝑎 

𝑁1 = 𝛽1𝑁 

𝑁2 = 𝛽2𝑁 

𝑥 

𝑦 
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(14) 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑖(𝑧)𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

(13) 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑖(𝑧)𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

(16) 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

جابجایی ررضی ورق در  𝑊و  𝑦و  𝑥های جابجایی ورق به ترتیب در راستای محور 𝑣و  𝑢بیانگر زمان،  𝑡که در روابط بالا 

 و ⁡𝜙باشند. می 𝑦و  𝑥های ای به ترتیب در راستای محورهای درون صفحهجابجایی 𝑣0و  𝑢0باشد. همچنین می 𝑧راستای محور 
𝜓 های  نیز اینرسی دورانی به ترتیب حول محور𝑥  و𝑦 باشند.می⁡𝑓𝑖(𝑧) جدول  های مغتلف تیییر شکب برشی درنیز برای تئوری

 ارائه شده است. 1

 یشکل برش رییمختلف تغ یهایتئور  1جدول 

 𝑓𝑖(𝑧) تئوری

)𝑧𝑒−2 [15] تئوری تیییر شکب برشی نمایی
𝑧

ℎ
)2 

ℎ [14] تئوری تیییر شکب برشی مثلثاتی

𝜋
Sin (

𝜋𝑧

ℎ
) 

ℎSin [13] تئوری تیییر شکب برشی هایپربولیکی (
𝑧

ℎ
) − 𝑧Cosh (

1

2
) 

)⁡𝑧 [16] تئوری تیییر شکب برشی پارابولیکی
5

4
−
5𝑧2

3ℎ2
) 

های برشی مانند های رمودی و کرنشکرنش شود،نوشته می 16ی رابطه صورتبهجابجایی -با توجه به اینکه روابط کرنش

 .نوشته خواهند شد 88تا  12روابط 

(16) 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 

(12) 𝜀𝑥𝑥 =
1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

(19) 𝜀𝑦𝑦 =
1

2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

(80) 

𝜀𝑥𝑦 =
1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)

=
1

2
(
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦, 𝑡) − 𝑧
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑡) +

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦, 𝑡)

− 𝑧
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

(81) 𝜀𝑥𝑧 =
1

2
(
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) =

1

2
(
𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑧
𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

(88) 𝜀𝑦𝑧 =
1

2
(
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
) =

1

2
(
𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑧
𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑡) +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦, 𝑡)) 

 روابط ساختاری برای نانو ورق تابعی مدرج -0-1

 شود:یمبیان  85ی رابطه صورتبه [82-86]ی غیر محلی ارینگن روابط ساختاری برای نانو ورق بر اساس تئوری الاستیسیته

(85) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝛼𝛽 = 𝜆𝜀𝛾𝛾𝛿𝛼𝛽 + 2𝜇𝜀𝛼𝛽 

(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝛼𝑧 = 2𝜇𝜀𝛼𝛽 
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 شوند:نوشته می 82تا  84به شکب روابط  85ی روابط بین تنش و کرنش برای حجم میانی با توجه به رابطه

(84) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑥
𝑏 = (𝜆 + 2𝜇)(𝜀𝑥𝑥 + 𝜐𝜀𝑦𝑦) 

(83) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑦
𝑏 = (𝜆 + 2𝜇)(𝜀𝑦𝑦 + 𝜐𝜀𝑥𝑥) 

(86) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑦
𝑏 = 2𝜇𝜀𝑥𝑦 

(86) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑧
𝑏 = 2𝜇𝜀𝑥𝑧 

(82) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑧
𝑏 = 2𝜇𝜀𝑦𝑧 

 شود:ی زیر تعریف میبه صورت رابطه [51, 50]مرداچ -ی سطح گرتینروابط ساختاری بر اساس تئوری الاستیسیته همچنین

(89) 
𝜎𝛼𝛽=⁡
𝑠 𝜏𝑠𝛿𝛼𝛽 + (𝜆𝑠 + 𝜏𝑠)𝜀𝛾𝛾𝛿𝛼𝛽 + 2(𝜇𝑠 − 𝜏𝑠)𝜀𝛼𝛽 + 𝜏𝑠𝑢𝛼,𝛽 

𝜎𝛼𝑧=⁡
𝑠 𝜏𝑠𝑢𝑧,𝛽 

 آیند:می دستبه 54تا  50روابط  صورتبهی تنش و کرنش برای دو لایه سطح بالا و پایین رابطه 89با توجه به ربارت 

(50) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑥
𝑠 = 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)𝜀𝑥𝑥 + (𝜆𝑠 + 𝜏𝑠)𝜀𝑦𝑦 

(51) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑦
𝑠 = 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠)𝜀𝑦𝑦 + (𝜆𝑠 + 𝜏𝑠)𝜀𝑥𝑥 

(58) (1 − 𝜇̅𝛻2) (𝜎𝑥𝑦
𝑠 + 𝜎𝑦𝑥

𝑠 ) 2⁄ = (2𝜇𝑠 − 𝜏𝑠)𝜀𝑥𝑦 

(55) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑧
𝑠 = 𝜏𝑠 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(54) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑧
𝑠 = 𝜏𝑠(

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) 

𝜎𝑖𝑗،  54تا  85 که در روابط
𝑠 𝜎𝑖𝑗و   

𝑏 ، و همچنین تنش حجم میانی به ترتیب بیانگر تنش سطو 𝜀𝑖𝑗  و𝜏𝑠  کرنش و نیز به ترتیب

نیز رملگر  2∇باشد. ی غیر محلی میپارامتر غیر محلی مربوط به تئوری الاستیسیته 𝜇̅باشند. همچنین تنش باقیمانده سطح می

=2∇) صورتبهو در دستگاه مغتصات کارتزین  باشدمیلاپلاسین  𝜕2 𝜕𝑥2⁄ + 𝜕2 𝜕𝑦2⁄ ثوابت لامه  𝜇و ⁡𝜆شود. تعریف می (

 :شوندتعریف می 53ی رابطه اساس برباشند و می

(53) 𝜆 =
𝐸

1−𝜐2
   ;   𝜇 =

𝐸

2(1+𝜐)
 

توان از آن های تنش میدر مقایسه با سایر مؤلفه 𝜎𝑧𝑧ها فرض شده است که به دلیب کوچک بودن در تئوری کلاسیک ورق

برای  56ی رابطهدر همین راستا  نبوده و یپوشچشمقابب 𝜎𝑧𝑧ی غیر محلی ارینگن کرد ولی بر اساس تئوری الاستیسیته نظرصرف

 :شده استارائه  [58]لیو و همکاران توسط ها در راستای ضغامت برای نانو ورق 𝜎𝑧𝑧ی تیییرات بیان نحوه

(56) 
𝜎𝑧𝑧 =

(
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝑠

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑧
𝑠

𝜕𝑦
− 𝜌𝑠

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
)|

𝑆+
− (

𝜕𝜎𝑥𝑧
𝑠

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑧
𝑠

𝜕𝑦
− 𝜌𝑠

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
)|

𝑆−

2

+
(
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝑠

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑧
𝑠

𝜕𝑦
− 𝜌𝑠

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
)|

𝑆+
− (

𝜕𝜎𝑥𝑧
𝑠

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑦𝑧
𝑠

𝜕𝑦
− 𝜌𝑠

𝜕2𝑢𝑧

𝜕𝑡2
)|

𝑆−

ℎ
𝑧 

1) ازآنجاکه − 𝜇̅∇2)𝜎𝛼𝑧
𝑠 = 𝜏𝑠𝑢𝑧,𝛽 شود:نوشته می 56ی به فرم رابطه 56ی رابطه 

(56) 𝜎𝑧𝑧 =
2𝑧

ℎ
(𝜏𝑠

𝜕2⁡𝑢𝑧
𝜕𝑥2

+ 𝜏𝑠
𝜕2⁡𝑢𝑧
𝜕𝑦2

− 𝜌𝑠
𝜕2⁡𝑢𝑧
𝜕𝑡2

) 

کرنش  برحسبو سطو    یانیحجم م یروابط تنش برا 54تا  50و  82تا  84در روابط  56و  88تا  12روابط  یگذاریحال با جا

 :آیندمی به دست 46تا  52 روابط صورتبه
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(52) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑥

𝑏 = (𝜆 + 2𝜇) (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + 𝜆 (

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

+
2𝑧𝜐

(1 − 𝜐)ℎ
(𝜏𝑠 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) − 𝜌𝑠𝑤̈) 

(59) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑦

𝑏 = (𝜆 + 2𝜇) (
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) + 𝜆 (

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
)

+
2𝑧𝜐

(1 − 𝜐)ℎ
(𝜏𝑠 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) − 𝜌𝑠𝑤̈) 

(40) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑦

𝑏 = 𝜇(𝑧) ((
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

) − 𝑧⁡(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
) + 𝑓𝑖(𝑧) (

𝜕𝜙

𝜕𝑦
+
𝜕𝜓

𝜕𝑥
)) 

(41) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑧

𝑏 = 𝜇(𝑧) (
𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
𝜙 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(48) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑧

𝑏 = 𝜇(𝑧) (
𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
𝜓 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) 

(45) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑥

𝑠 = 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠) (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

−𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + (𝜆𝑠 + 𝜏𝑠) (

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

−𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) 

(44) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑦

𝑠 = 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠) (
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

−𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) + (𝜆𝑠 + 𝜏𝑠) (

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

−𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
) 

(43) (1 − 𝜇̅𝛻2) (𝜎𝑥𝑦
𝑠 + 𝜎𝑦𝑥

𝑠 ) 2⁄

= (2𝜇𝑠 − 𝜏𝑠)
1

2
((

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜙

𝜕𝑦
) + (

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝜓

𝜕𝑥
)) 

(46) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑥𝑧

𝑠 = 𝜏𝑠(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(46) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝜎𝑦𝑧

𝑠 = 𝜏𝑠(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
) 

 آوردن معادلات حرکت با استفاده از اصل همیلتون به دست -0-7

استغراج معادلات حرکت حاکم بر نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی استفاده شده است. در این قسمت از اصب همیلتون برای 

 شود:بیان می 42ی طبق رابطه همیلتون اصب

(42) ∫(𝛿𝑇 + 𝛿𝑊 − 𝛿𝑈)𝑑𝑡

𝑡

0

= 0 

باشد. نیز بیانگر انرژی جنبشی می 𝑇توسط نیروی خارجی و  شدهانجامبیانگر کار  𝑊بیانگر انرژی کرنشی،  𝑈 ،42ی در رابطه

 49ای هپردازیم. انرژی کرنشی برای حجم میانی و سطو  نانو ورق طبق رابطههای کرنشی و جنبشی میاکنون به تعریف انرژی

 شود.تعریف می 30تا 

(49) 𝑈 = 𝑈𝑃 

(30) 𝑈𝑃 =
1

2
∫𝜎𝑖𝑗

𝑏𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉

𝑉

+
1

2
(∫𝜎𝑖𝑗

𝑠𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑠
+

𝑠+

+ ∫𝜎𝑖𝑗
𝑠𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑠

−

𝑠−

) 

باشد و مطابق آمده در قسمت حجم میانی و سطو  می به وجودهای انرژی کرنشی ناشی از تنش 𝑈𝑃، 49ی که در رابطه

 شود:تعریف می 31ی رابطه صورتبهانرژی جنبشی نیز گردد. بیان می 30ی رابطه
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(31) 𝑇 =
1

2
∫𝜌𝑢̇𝑖

2𝑑𝑉 +

𝑉

1

2
(∫𝜌𝑠𝑢̇𝑖

2𝑑𝑠+

𝑠+

+ ∫𝜌𝑠𝑢̇𝑖
2𝑑𝑠−

𝑠−

) 

جداگانه این اصب را برای انرژی کرنشی و جنبشی ارمال  صورتبهکنیم. برای این منظور ارمال میاکنون اصب همیلتون را 

لیب کمانش تح ازآنجاکهولی  نماییم تا بتوانیم به معادلات حرکت برسیمرا ترکیب می آمدهدستبهی دو رابطه یتدرنهاکنیم و می

را  اصب همیلتونرو ینااز شود. ژی جنبشی از اصب همیلتون حذف میباشد از همین رو بغش مربوط به انرتحلیب استاتیکی می

 کنیم.برای انرژی کرنشی ارمال می

(38) 

∫𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗𝑑𝑉

𝑉

= ∫ ∫ 𝜎𝑥𝑥
𝑏 (

𝜕

𝜕𝑥
(𝛿𝑢0) − 𝑧

𝜕2

𝜕𝑥2
(δw)

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

⁡

𝑆

+𝑓𝑖(𝑧)
𝜕

𝜕𝑥
(𝛿𝜙))

+ 𝜎𝑦𝑦
𝑏 (

𝜕

𝜕𝑦
(𝛿𝑣0)−𝑧

𝜕2

𝜕𝑦2
(δw) + 𝑓𝑖(𝑧)

𝜕

𝜕𝑦
(𝛿𝜓))

+ 𝜎𝑥𝑦
𝑏 (

𝜕

𝜕𝑦
(𝛿𝑢0) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝛿𝑣0)+𝑓𝑖(𝑧) (

𝜕

𝜕𝑦
(𝛿𝜙) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝛿𝜓)) − 2𝑧

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(δw)

+ 𝜎𝑥𝑧
𝑏 (

𝜕

𝜕𝑧
(𝛿𝑢0)+

𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝑧
(𝛿𝜙)) + 𝜎𝑦𝑧

𝑏 (
𝜕

𝜕𝑧
(𝛿𝑣0)+

𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝜕𝑧
(𝛿𝜓)) 𝑑𝑧𝑑𝑠 

(35) 

∫(−
𝜕𝑁𝑥𝑥

𝑏

𝜕𝑥
(𝛿𝑢0) +

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝑏

𝜕𝑥2
(δw)

𝑆

−
𝜕𝑅𝑥𝑥

𝑏

𝜕𝑥
(𝛿𝜙)) + (−

𝜕𝑁𝑦𝑦
𝑏

𝜕𝑦
(𝛿𝑣0)+

𝜕2𝑀𝑦𝑦
𝑏

𝜕𝑦2
(𝛿𝑤) −

𝜕𝑅𝑦𝑦
𝑏

𝜕𝑦
(𝛿𝜓))

+ (−
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝑏

𝜕𝑦
(𝛿𝑢0) −

𝜕𝑁𝑥𝑦
𝑏

𝜕𝑥
(𝛿𝑣0) + 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦
𝑏

𝜕𝑥𝜕𝑦
(δw) −

𝜕𝑅𝑥𝑦
𝑏

𝜕𝑦
(δϕ)−

𝜕𝑅𝑥𝑦
𝑏

𝜕𝑥
(𝛿𝜓))

+ 𝑄𝑥𝑥
𝑏 (𝛿𝜙) + 𝑄𝑦𝑦

𝑏 (𝛿𝜓)𝑑𝑠 

 مشابه برای سطو  بالا و پایین خواهیم داشت: طوربه

(34) 

∫(−
𝜕𝑁𝑥𝑥

𝑠+

𝜕𝑥
(𝛿𝑢0) +

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝑠+

𝜕𝑥2
(𝛿𝑤)

𝑆+

−
𝜕𝑅𝑥𝑥

𝑠+

𝜕𝑥
(𝛿𝜙)) + (−

𝜕𝑁𝑦𝑦
𝑠+

𝜕𝑦
(𝛿𝑣0)+

𝜕2𝑀𝑦𝑦
𝑠+

𝜕𝑦2
(δw) −

𝜕𝑅𝑦𝑦
𝑠+

𝜕𝑦
(𝛿𝜓))

+ (−
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝑠+

𝜕𝑦
(𝛿𝑢0) −

𝜕𝑁𝑥𝑦
𝑠+

𝜕𝑥
(𝛿𝑣0) + 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦
𝑠+

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝛿𝑤) −

𝜕𝑅𝑥𝑦
𝑠+

𝜕𝑦
(δϕ)−

𝜕𝑅𝑥𝑦
𝑠+

𝜕𝑥
(𝛿𝜓))

+ 𝑄𝑥
𝑠+(𝛿𝜙)𝑄𝑦

𝑠+ + (𝛿𝜓)𝑑𝑠+ 

(33) 

∫(−
𝜕𝑁𝑥𝑥

𝑠−

𝜕𝑥
(𝛿𝑢0) +

𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝑠−

𝜕𝑥2
(δw)

𝑆−

−
𝜕𝑅𝑥𝑥

𝑠−

𝜕𝑥
(𝛿𝜙)) + (−

𝜕𝑁𝑦𝑦
𝑠−

𝜕𝑦
(𝛿𝑣0)+

𝜕2𝑀𝑦𝑦
𝑠−

𝜕𝑦2
(𝛿𝑤) −

𝜕𝑅𝑦𝑦
𝑠−

𝜕𝑦
(𝛿𝜓))

+ (−
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝑠−

𝜕𝑦
(𝛿𝑢0) −

𝜕𝑁𝑥𝑦
𝑠−

𝜕𝑥
(𝛿𝑣0) + 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦
𝑠−

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝛿𝑤) −

𝜕𝑅𝑥𝑦
𝑠−

𝜕𝑦
(δϕ)−

𝜕𝑅𝑥𝑦
𝑠−

𝜕𝑥
(𝛿𝜓))

+ 𝑄𝑥
𝑠−(𝛿𝜙) + 𝑄𝑦

𝑠−(𝛿𝜓)𝑑𝑠− 

 داریم: 33تا  35که در روابط 

(36) 

𝑁𝑥𝑥, 𝑁𝑦𝑦𝑁𝑥𝑦 = ∫ {𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑥𝑦}

ℎ

2

−
ℎ

2

dz 

𝑁𝑥𝑥, 𝑁𝑦𝑦𝑁𝑥𝑦 = ∫ {𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑥𝑦}

ℎ

2

−
ℎ

2

dz 

𝑅𝑥𝑥, 𝑅𝑦𝑦, 𝑅𝑥𝑦 = ∫ 𝑓𝑖(𝑧){𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦, 𝜎𝑥𝑦}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝑄𝑥𝑥
𝑏 = ∫ {𝜎𝑥𝑧}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧  ;  𝑄𝑦𝑦
𝑏 = ∫ {𝜎𝑦𝑧}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 
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(36) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑁𝑥𝑥

𝑏 = (𝐴1
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝐴2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+𝐴3

𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + (𝐵1

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝐵2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝐵3

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

+ 𝐵𝑠 (𝜏𝑠(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) − 𝜌𝑠𝑤̈) 

(32) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑁𝑦𝑦

𝑏 = (𝐴1
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝐴2
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+𝐴3

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)⁡+ (𝐵1

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝐵2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝐵3

𝜕𝜙

𝜕𝑥
)

+ 𝐵𝑠 (𝜏𝑠(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) − 𝜌𝑠𝑤̈) 

(39) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝑁𝑥𝑦
𝑏 = (𝐶1 (

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

) − 𝐶2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
) + 𝐶3 (

𝜕𝜙

𝜕𝑦
+
𝜕𝜓

𝜕𝑥
)) 

(60) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝑄𝑥𝑥
𝑏 = (𝐶4𝜙 + 𝐶1

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(61) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝑄𝑦𝑦
𝑏 = (𝐶4𝜓 + 𝐶1

𝜕𝑤

𝜕𝑦
) 

(68) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑀𝑥𝑥

𝑏 = (𝐴2
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝐷1
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+𝐷2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + (𝐵2

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝐹1
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝐹2

𝜕𝜓

𝜕𝑦
)

+ 𝐷𝑠 (𝜏𝑠 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) − 𝜌𝑠𝑤̈) 

(65) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑀𝑦𝑦

𝑏 = (𝐴2
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝐷1
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+𝐷2

𝜕𝜓

𝜕𝑦
) + (𝐵2

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝐹1
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝐹2

𝜕𝜙

𝜕𝑥
)

+ 𝐷𝑠 (𝜏𝑠 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) − 𝜌𝑠𝑤̈) 

(64) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝑀𝑥𝑦
𝑏 = 𝐶2 (

𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

) − 𝐺1 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
) + 𝐺2 (

𝜕𝜙

𝜕𝑦
+
𝜕𝜓

𝜕𝑥
) 

(63) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑁𝑥𝑥

𝑠± = 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠) (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

−(±
ℎ

2
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + (𝜆𝑠

+ 𝜏𝑠) (
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

−(±
ℎ

2
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜓

𝜕𝑦
) 

(66) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑁𝑦𝑦

𝑠± = 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠) (
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

−(±
ℎ

2
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜓

𝜕𝑦
) + (𝜆𝑠

+ 𝜏𝑠) (
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

−(±
ℎ

2
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) 

(66) 

(1 − 𝜇̅𝛻2) (𝑁𝑥𝑦
𝑠± +𝑁𝑦𝑥

𝑠±) 2⁄

=
1

2
(2𝜇𝑠

− 𝜏𝑠) ((
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

− (±
ℎ

2
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜙

𝜕𝑦
) + (

𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− (±
ℎ

2
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥
+ 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜓

𝜕𝑥
) 

(62) (1 − 𝜇̅𝛻2)𝑄𝑥𝑥
𝑠± =

𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
|
𝑧=

±ℎ

2

𝜏𝑠 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

(69) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑀𝑥𝑥

𝑠± = (±
ℎ

2
) 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠) ((±

ℎ

2
)
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− (
ℎ2

4
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ (±

ℎ

2
)𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) + (𝜆𝑠

+ 𝜏𝑠) ((±
ℎ

2
)
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− (
ℎ2

4
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+(±

ℎ

2
) 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜓

𝜕𝑦
) 

(60) 
(1 − 𝜇̅𝛻2)𝑀𝑦𝑦

𝑠± = (±
ℎ

2
) 𝜏𝑠 + (𝜆𝑠 + 2𝜇𝑠) ((±

ℎ

2
)
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− (
ℎ2

4
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ (±

ℎ

2
) 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜓

𝜕𝑦
) + (𝜆𝑠

+ 𝜏𝑠) ((±
ℎ

2
)
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− (
ℎ2

4
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+(±

ℎ

2
)𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜙

𝜕𝑥
) 
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(61) 

(1 − 𝜇̅𝛻2) (𝑀𝑥𝑦
𝑠± +𝑀𝑦𝑥

𝑠±) 2⁄

=
1

2
(2𝜇𝑠

− 𝜏𝑠) ((±
ℎ

2
)
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

− (
ℎ2

4
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (±

ℎ

2
) 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜙

𝜕𝑦
+ ((±

ℎ

2
)
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

− (
ℎ2

4
)
𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑥

+ (±
ℎ

2
) 𝑓𝑖 (±

ℎ

2
)
𝜕𝜓

𝜕𝑥
) 

 شوند:تعریف می 68ی رابطهزیر  صورتبهثوابت  61تا  36که در روابط 

(68) 

𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 = ∫ (𝜆(𝑧) + 2𝜇(𝑧)){1, 𝑧, 𝑓𝑖(𝑧)}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 = ∫ 𝜆(𝑧){1, 𝑧, 𝑓𝑖(𝑧)}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 = ∫ 𝜇(𝑧){1, 𝑧, 𝑓𝑖(𝑧), [
𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
]
2

}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐷1, 𝐷2 = ∫ (𝜆(𝑧) + 2𝜇(𝑧)){𝑧2, 𝑧𝑓𝑖(𝑧)}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐹1, 𝐹2 = ∫ 𝜆(𝑧){𝑧2, 𝑧𝑓𝑖(𝑧)}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐺1, 𝐺2, 𝐺3 = ∫ 𝜇(𝑧) {𝑧2, 𝑧𝑓𝑖(𝑧), 𝑧
𝑑𝑓𝑖(𝑧)

𝑑𝑧
}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐷𝑠 = ∫
2𝜐

(1−𝜐)ℎ
𝑧2

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧  

𝐵𝑠 = ∫
2𝜐

(1 − 𝜐)ℎ
𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐻𝑠 = ∫
2𝜐

(1 − 𝜐)ℎ
𝑧𝑓𝑖(𝑧)

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐻1, 𝐻2 = ∫ (𝜆(𝑧) + 2𝜇(𝑧)){𝑧𝑓(𝑧), 𝑓𝑖
2(𝑧), }

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝐾1, 𝐾2 = ∫ 𝜆(𝑧){𝑧𝑓(𝑧), 𝑓𝑖
2(𝑧)}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

𝑃1, 𝑃2 = ∫ 𝜇(𝑧){𝑧𝑓(𝑧), 𝑓𝑖
2(𝑧)}

ℎ

2

−
ℎ

2

𝑑𝑧 

ود. شباشد از همین رو بغش مربوط به انرژی جنبشی از اصب همیلتون حذف میتحلیب کمانش تحلیب استاتیکی می ازآنجاکه

 شود.نوشته می 65ی رابطه صورتبههای خارجی توسط نیرو شدهانجامدر نهایت، کار 

(65) 𝑊 = −∫𝑁1 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝑁2 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑆

⁡

𝑆

 

 خواهیم داشت: جهیدرنت
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(64) 𝛿𝑊 = −∫𝑁1𝛿 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+𝑁2𝛿 (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

𝑑𝑆

⁡

𝑆

= −∫𝑁1 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) (𝛿𝑤) + 𝑁2 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) (𝛿𝑤)⁡𝑑𝑆

⁡

𝑆

 

 آیند.می به دست 28تا  62روابط  صورتبهروابط تعادل  66تا  64و روابط  33تا  35اکنون با ساده کردن روابط 

(62) 𝜕𝑁𝑥𝑥
𝑒𝑞

𝜕𝑥
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑦
= 0 

(69) 𝜕𝑁𝑦𝑦
𝑒𝑞

𝜕𝑦
+
𝜕𝑁𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑥
= 0 

(20) 𝜕2𝑀𝑥𝑥
𝑒𝑞

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑀𝑦𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑦2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦
𝑒𝑞

𝜕𝑥𝜕𝑦
= +𝑁1

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+𝑁2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

(21) 𝜕𝑅𝑥𝑥
𝑒𝑞

𝜕𝑥
+
𝜕𝑅𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥

𝑒𝑞
= 0 

(28) 𝜕𝑅𝑥𝑥
𝑒𝑞

𝜕𝑦
+
𝜕𝑅𝑥𝑦

𝑒𝑞

𝜕𝑥
− 𝑄𝑦

𝑒𝑞
= 0 

 :میدار 28تا  62 که در روابط

(25) 

𝑁𝑥𝑥
𝑒𝑞
= 𝑁𝑥𝑥

𝑏 + 𝑁𝑥𝑥
𝑠+ + 𝑁𝑥𝑥

𝑠− 

𝑁𝑦𝑦
𝑒𝑞
= 𝑁𝑦𝑦

𝑏 +𝑁𝑦𝑦
𝑠+ +𝑁𝑦𝑦

𝑠− 

𝑁𝑥𝑦
𝑒𝑞
= 𝑁𝑥𝑦

𝑏 +𝑁𝑥𝑦
𝑠+ +𝑁𝑥𝑦

𝑠− 

𝑀𝑥𝑥
𝑒𝑞
= 𝑀𝑥𝑥

𝑏 +𝑀𝑥𝑥
𝑠+ +𝑀𝑥𝑥

𝑠− 

𝑀𝑦𝑦
𝑒𝑞
= 𝑀𝑦𝑦

𝑏 +𝑀𝑦𝑦
𝑠+ +𝑀𝑦𝑦

𝑠− 

𝑀𝑥𝑦
𝑒𝑞
= 𝑀𝑥𝑦

𝑏 +𝑀𝑥𝑦
𝑠+ +𝑀𝑥𝑦

𝑠− 

𝑄𝑥𝑥
𝑒𝑞
= 𝑄𝑥𝑥

𝑏 + 𝑄𝑥𝑥
𝑠+ + 𝑄𝑥𝑥

𝑠− 

𝑄𝑦𝑦
𝑒𝑞

= 𝑄𝑦𝑦
𝑏 + 𝑄𝑦𝑦

𝑠+ + 𝑄𝑦𝑦
𝑠− 

𝑅𝑥𝑥
𝑒𝑞
= 𝑅𝑥𝑥

𝑏 + 𝑅𝑥𝑥
𝑠+ + 𝑅𝑥𝑥

𝑠− 

𝑅𝑦𝑦
𝑒𝑞

= 𝑅𝑦𝑦
𝑏 + 𝑅𝑦𝑦

𝑠+ + 𝑅𝑦𝑦
𝑠− 

𝑅𝑥𝑦
𝑒𝑞
= 𝑅𝑥𝑦

𝑏 + 𝑅𝑥𝑦
𝑠+ + 𝑅𝑥𝑦

𝑠− 

 شرایط مرزی حاکم بر نانو ورق -0-3

رفته در نظر گگاه ساده برای نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی تکیه طرف چهارشرایط مرزی  مقاله حاضر که دراین با توجه به

ی های ورق دارند در رابطهی لبهرا در همه مذکورتوابع جابجایی و چرخشی که توانایی ارضای شرایط مرزی هندسی شده است، 

 شوند.رابطه بسط داده میاین  بر اساس 𝜓و  𝜙های و همچنین چرخش𝑊  و 𝑢  ،𝑣های جابجایی درواقع .است شدهارائه 24

(24) 

𝑢 = ∑ ∑𝑢𝑚𝑛𝐶𝑜s(𝛾𝑥)𝑆𝑖n(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝜔𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑣 = ∑ ∑𝑉𝑚𝑛𝑆𝑖n(𝛾𝑥)𝐶𝑜s(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝜔𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝑊 = ∑ ∑𝑊𝑚𝑛𝑆𝑖n(𝛾𝑥)𝑆𝑖n(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝜔𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝜙 = ∑ ∑𝜙𝑚𝑛𝐶𝑜s(𝛾𝑥)𝑆𝑖n(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝜔𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1
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𝜓 = ∑ ∑𝜓𝑚𝑛𝑆𝑖n(𝛾𝑥)𝐶𝑜s(𝛽𝑦)𝑒
𝐼𝜔𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑚=1

 

𝛾فرکانس طبیعی نانو ورق،  𝜔باشند. همچنین ضرایب سری فوریه می 𝜓𝑚𝑛و  𝑢𝑚𝑛 ،𝑉𝑚𝑛 ،𝑊𝑚𝑛 ،𝜙𝑚𝑛ی بالا که در رابطه =

𝑛 𝜋 𝑎⁄  و𝛽 = 𝑚𝜋 𝑏⁄ باشند.می 

 روش حل گلرکین برای تحلیل کمانش نانو ورق تابعی مدرج -0-0

باشد که در این روش مشابه سایر حب معادلات و به دست آوردن نتایج ، روش حب گلرکین می برایتقریبی های از روشیکی 

ه این ک شده استاز توابع تقریب جهت تغمین رفتار دینامیکی سیستم استفاده ریتز -های انرژی مانند روش انرژی ریلیروش

سری  که با افزایش جملاتباشند یب شامب جملات سری میع تقرتوابع تقریب باید شرایط مرزی حاکم بر ورق را ارضا نمایند. تواب

اه ساده گشرایط مرزی چهار طرف تکیه مقالهیابیم. در این  ها دستتوانیم به تغمین مناسب برای رفتار دینامیکی سیستممی

 اند. شدهارائه 24ی صورت رابطهشده و توابع تقریب بهبرای نانو ورق تابعی مدرج در نظر گرفته

(23) ([𝐾] − 𝑁𝑐𝑟[𝐾𝑔]){∆} = {0} 

باشند. ماتریس سفتی نانو ورق می [𝐾]و ای های درون صفحهماتریس نیرو [𝐾𝑔]بار بحرانی کمانش،  𝑁𝑐𝑟، 23ی در رابطه

موجود در توابع تقریب  𝑛و  𝑚 هربه ازای شود و نوشته می 26رابطه  صورتبهباشد که بردار ضرایب مجهول می {∆}همچنین 

 کمانش وجود دارد.یک بار بحرانی 

(26) ∆= {𝑢𝑚𝑛, 𝑉𝑚𝑛,𝑊𝑚𝑛, 𝜙𝑚𝑛, 𝜓𝑚𝑛}
𝑇 

 عددی نتایج -2

نتایج ه باست و سپس  شده پرداختهدر تحقیق حاضر با مراجع معتبر  آمدهدستبهدر این بغش ابتدا به ارتبارسنجی نتایج 

، تنش باقیمانده سطحهای مغتلف سطح مانند پارامتر اتاثرپرداخته شده است که شامب بررسی جدید ارائه شده در این پژوهش 

طالعه نانو ورق تابعی مدرج مورد م باشد.ی سطح و چگالی سطح بر بار بحرانی کمانش نانو ورق تابعی مدرج میثوابت الاستیسیته

𝐴𝑙) های مغتلف ماننددر این مقاله دارای جنس 𝐴𝐿2𝑂3⁄ 𝐴𝑙) و ( 𝑆𝑖⁄ شده نمایش داده  8در جدول  هاباشد که خواص آنمی (

 است.

 خواص مواد 7جدول 

 ماده
 خواص

𝐸 
(𝐺𝑃𝑎) 

𝜌 
(𝐾𝑔 𝑚3⁄ ) 𝜈 

𝜌
𝑠
 

(𝐾𝑔 𝑚3⁄ ) 
𝜏𝑠 

⁡(𝑁/𝑀) 
𝜆𝑠⁡ 

(𝑁/𝑀) 
𝜇𝑠 

⁡(𝑁/𝑀) 

𝐴𝑙𝑢𝑚𝑖𝑛𝑢𝑚(⁡𝐴𝑙) 60 8606 5/0 6-10×46/3 9102/0 248/6 566/0 

𝐴𝑙𝑢𝑚𝑖𝑛𝑎⁡(𝐴𝑙2𝑂3) 520 5200 5/0 ... ... ... ... 

𝑆𝑖𝑙𝑖𝑐𝑜𝑛⁡(𝑆𝑖) 810 8551 5/0 6-10×16/5 6042/0 422/4- 664/8- 

 آمدهدستبهاعتبار سنجی نتایج  -2-1

. مقایسه شده است [44]و  [6]، [45]بار بحرانی کمانش با مراجع  5و  8در این قسمت جهت ارتبارسنجی نتایج در جداول 

𝑎)نسبت طول به ررض در این جداول نتایج به ازای مقادیر مغتلف  𝑏⁄ 𝑎)نسبت طول به ضغامت  و  ( ℎ⁄ دیس توانی ارائه و ان (

، تئوری تیییر شکب 80اصلا  شده ورق هایتئوری به ترتیب  [6]و  [45]، [44] های استفاده شده در مراجعتئوری شده است.

آوردن بار بحرانی کمانش استفاده شده  به دستجهت ها باشند که از آنمیتئوری تیییر شکب برشی نمایی و  81برشی مرتبه بالا

𝛽1) محورهتک به ترتیب تحت بارگذاری 4و  5در جدول  شدهارائهنتایج  .است = −1⁡, 𝛽2 =  دومحورهو (⁡0

(𝛽1 = −1⁡, 𝛽2 =  باشند.می (⁡1−

                                                            
20 Refined Plate Theory (RPT) 
21 Higher ordershear deformation theory (HSDT) 
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𝑵̅𝒄𝒓)بعد مقایسه بار بحرانی کمانش بی 3جدول  = 𝑵𝒄𝒓(𝒂
𝟐 𝑬𝒎𝒉

𝟑⁄  (𝑺𝑺𝑺𝑺)گاه ساده برای نانو ورق با شرط مرزی چهار طرف تکیه ((

𝜷𝟏) تحت بارگذاری تک محوره = −𝟏⁡, 𝜷𝟐 = 𝟎⁡) 

𝑎
𝑏⁄  𝑎

ℎ⁄   
 (𝑔)اندیس توانی 

0 1 8 3 10 

3/0 3 RPT [44] 6805/6 4146/5 6431/8 1424/8 9815/1 

  HSDT [45] 614/6 59/5 61/8 184/8 90/1 

  ESDT [6] 6839/6 4122/5 6436/8 1446/8 9809/1 

  ESDT )98029/1 14464/8 6436/8 41221/5 68394/6 )حاضر 

 10 RPT [44] 403/6 61/5 22/8 41/8 12/8 

  HSDT [45] 596/6 60/5 26/8 40/8 12/8 

  ESDT [6] 4069/6 6112/5 2292/8 4138/8 1294/8 

  ESDT )12952/8 41316/8 22966/8 61163/5 40622/6 )حاضر 

1 3 RPT [44] 08/16 88/2 54/6 03/3 42/4 

  HSDT [45] 00/16 146/2 85/6 96/4 44/4 

  ESDT [6] 0483/16 8540/2 5439/6 0402/3 4201/4 

  ESDT )42009/4 04069/3 54322/6 85404/2 0483/16 )حاضر 

 10 RPT [44] 36/12 55/9 86/6 05/6 43/3 

  HSDT [45] 34/12 899/9 81/6 99/3 48/3 

  ESDT [6] 3246/12 5412/9 8656/6 0504/6 4381/3 

  ESDT )43802/3 05056/6 86536/6 54166/9 3246/12 )حاضر 

برای تحلیب کمانش نانو ورق تابعی مدرج با مراجع مقاله در این  شدهارائهبین نتایج شود مشاهده می 4تا  5با توجه به جداول 

 .وجود داردمطابقت مناسبی برقرار 

𝑵̅𝒄𝒓)بعد مقایسه بار بحرانی کمانش بی 0جدول  = 𝑵𝒄𝒓(𝒂
𝟐 𝑬𝒎𝒉

𝟑⁄ برای نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی با شرط مرزی چهار طرف  ((

𝜷𝟏)تحت بارگذاری دومحوره  (𝑺𝑺𝑺𝑺)گاه ساده تکیه = −𝟏⁡, 𝜷𝟐 = −𝟏⁡) 

𝑎
𝑏⁄  𝑎

ℎ⁄   
 (𝑔)اندیس توانی 

0 1 8 3 10 

3/0 3 RPT [44] 566/3 655/8 116/8 619/1 356/1 

  HSDT [45] 561/3 613/8 098/8 600/1 386/1 

  ESDT [6] 5206/3 6530/8 1166/8 6136/1 3566/1 

  ESDT )35661/1 61368/1 11636/8 65303/8 52063/3 )حاضر 

 10 RPT [44] 986/3 969/8 518/8 955/1 638/1 

  HSDT [45] 912/3 961/8 508/8 983/1 646/1 

  ESDT [6] 9833/3 9694/8 5112/8 9581/1 6313/1 

  ESDT )63131/1 95815/1 51128/8 9694/8 98331/3 )حاضر 

1 3 RPT [44] 011/2 118/4 168/5 383/8 840/8 

  HSDT [45] 001/2 065/4 180/5 426/8 881/8 

  ESDT [6] 0818/2 1160/4 1689/5 3804/8 8400/8 

  ESDT )84004/8 3804/8 16894/5 11608/4 08183/2 )حاضر 

 10 RPT [44] 829/9 660/4 658/5 012/5 686/8 

  HSDT [45] 865/9 630/4 602/5 992/8 613/8 
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  ESDT [6] 8984/9 6609/4 6512/5 0138/5 6860/8 

  ESDT )68604/8 01312/5 65162/5 66022/4 89856/9 )حاضر 

 نتایج جدید  -2-7

 ی مختلف سطح بر بار بحرانی کمانشهاتاثیر پارامتر -2-7-1

اخته شده پردتابعی مدرج  نانو ورقبر بار بحرانی کمانش در این قسمت به بررسی تاثیرات ناشی از در نظر گرفتن اثر سطح 

تفاوت در نظر گرفتن اثر سطح و نادیده گرفتن این اثر به ازای مقادیر مغتلف  5و  8 هایو همچنین شکب 6 و 3جداول  است. در

  𝑥راستای محور در  محورهتکهای بارگذاری برای نسبت ضغامت به طول، ررض به طول و اندیس توانی برای حالت
(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = 0⁡) ،𝑦  (𝛽1 = 0⁡, 𝛽1 = 𝛽1) دومحورهو  (⁡1− = −1⁡, 𝛽1 = نتایج رلاوه بر این، از  است. شدهیبررس (⁡1−

توان دریافت که با افزایش نسبت ضغامت به طول بار بحرانی کمانش برای حالت بارگذاری می 6و  3ه شده در جداول ارائ

ث است بار شدهگرفتهطول ورق ثابت در نظر  کهیهنگامیابد. افزایش نسبت ضغامت به طول افزایش می دومحورهو  محورهتک

 شود.نش میو این امر نیز بارث افزایش بار بحرانی کما شدهورقافزایش صلبیت و سفتی 
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                     (b1=0 ,b2=-1)

  h/a=0.1 

  h/a=0.1 (Without surface effect)

 
برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح و بدون در نظر گرفتن اثر  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد مقایسه مقادیر بار بحرانی کمانش بی 7شکل 

𝜷𝟏) محورهتکسطح تحت بارگذاری  = 𝟎,𝜷𝟐 = −𝟏) 
 

 

𝑵)مقایسه مقادیر بار بحرانی کمانش  2جدول  𝒎⁄ برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح و بدون در نظر گرفتن اثر  (

⁡𝝁̅)سطح با شرایط  = 𝟎, 𝒈 = 𝟎⁡) 

ℎ بارگذاری

𝑎
 

 بدون اثر سطح با اثر سطح

𝑏 𝑎⁄ = 0.5 𝑏 𝑎⁄ = 1 𝑏 𝑎⁄ = 0.5 𝑏 𝑎⁄ = 1 

(𝛽1 = 0⁡, 𝛽1 = −1⁡) 

8/0 9638/39 6216/42 086/61 6465/49 

1/0 9006/9 28464/6 4063/10 12956/6 

03/0 85432/1 203132/0 45863/1 953226/0 

(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = −1⁡) 

8/0 9688/46 5402/84 2816/42 2856/84 

1/0 98042/6 26421/4 586/2 39462/5 

03/0 926663/0 408369/0 14618/1 466945/0 
  

𝑁2 

𝑥 

𝑦 

𝑆𝑆𝑆𝑆 

𝑚 = 1 𝑚 = 2 𝑚 = 3 
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 1/ شماره 3/ دوره 1047مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 
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برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح و بدون در نظر گرفتن اثر  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد مقایسه مقادیر بار بحرانی کمانش بی 3شکل 

𝜷𝟏)سطح تحت بارگذاری دومحوره  = −𝟏, 𝜷𝟐 = −𝟏) 
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                     (b1=-1 ,b2=0)

  h/a=0.2

  h/a=0.2 (Without surface effect)

  h/a=0.15

  h/a=0.15 (Without surface effect)

  h/a=0.1

  h/a=0.1 (Without surface effect)

 
𝑵)مقایسه مقادیر بار بحرانی کمانش  0شکل  𝒎⁄ برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح و بدون در نظر گرفتن اثر سطح  (

𝜷𝟏)تحت بارگذاری تک محوره  = −𝟏, 𝜷𝟐 = 𝟎) 
 

𝑵)مقایسه مقادیر بار بحرانی کمانش  2جدول  𝒎⁄ برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح و بدون در نظر گرفتن اثر  (

⁡𝒃)سطح با شرایط  𝒂⁄ = 𝟏,𝒈 = 𝟎⁡) 

ℎ بارگذاری

𝑎
 بدون اثر سطح با اثر سطح 

 ⁡𝜇̅ = 0  ⁡𝜇̅ = 0.5  ⁡𝜇̅ = 0  ⁡𝜇̅ = 0.5 

(𝛽1 = 0⁡, 𝛽1 = −1⁡) 

8/0 6216/42 80865/2 6465/49 56343/2 

1/0 28464/6 14993/1 12956/6 81159/1 

03/0 203132/0 153666/0 953226/0 136693/0 

(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = −1⁡) 
8/0 5402/84 10156/4 2856/84 12868/4 

1/0 41856/5 364966/0 39462/5 603693/5 

03/0 408369/0 0662556/0 466945/0 0622464/0 

𝑁2 

𝑥 

𝑦 

𝑆𝑆𝑆𝑆 

𝑚 = 1 

𝑁1 

𝑥 

𝑦 

𝑆𝑆𝑆𝑆 



 00 با در نظر گرفتن اثر سطح یلیورق هدفمند تک جهته مستطنانو کمانش تحلیل 
 

 1/ شماره 3/ دوره 1047مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

در نظر گرفتن اثر سطح بارث کاهش بار بحرانی  که میابییدرم 5و  8های و شکب 6 و 3با بررسی نتایج ارائه شده در جداول 

و چگالی  ی سطحهای مغتلف سطح مانند تنش باقیمانده سطح، ثوابت الاستیسیتهشود. در حقیقت پارامترکمانش سیستم می

ها ارامتراز این پ هرکدام گریدیربارتبهتوانند بارث کاهش یا افزایش بار بحرانی شوند مقادیری که دارند می بنا بر هرکدامسطح 

شود برای این پارامترها مشاهده می 8تواند بارث تیییر انرژی کرنشی سیستم شود ولی با توجه به مقادیر لحاظ شده در جدول می

آن کاهش سفتی و صلبیت شده که این امر نیز بارث کاهش  جهیدرنتها موجب کاهش انرژی کرنشی سیستم و که برآیند اثر آن

تر ی محسوسمحل ریغگردد که اثر سطح  در مقادیر کوچک برای پارامتر ملاحظه می 4 انی کمانش شده است. در شکببار بحر

با  رواقعددیگر افزایش اثر سطح بر مقدار بار بحرانی کمانش با افزایش نسبت ررض به طول است.  ملاحظهقاببی باشد. نکتهمی

ی سطح نقش بیشتری پارامترهاشود که یابد و همین امر سبب میافزایش ررض ورق در طول ثابت، مساحت سطح افزایش می

ای سطح ههای بعد به بررسی تک تک پارامتردر قسمت ایفا کنند و تأثیرشان بر مقدار بار بحرانی کمانش اندکی افزایش یابد.

 پرداخته شده است. ی سطح و چگالی سطحتیسیتهتنش باقیمانده سطح، ثوابت الاسمانند 

 ی سطح و چگالی سطح  بر بار بحرانی کمانشاثر تنش باقیمانده سطح، ثوابت الاستیسیته -2-7-7
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               (b1=-1, b2=0)

  tsm=0.9    tsm=0

  tsm=0.4    tsm=-0.4

                tsm=-0.9

 
برای حالت بارگذاری تک محوره  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد سرامیکی بر مقادیر بار بحرانی کمانش بی  تأثیر تنش باقیمانده سطح 2شکل 

(𝜷𝟏 = −𝟏, 𝜷𝟐 = 𝒈)با شرایط  (𝟎 = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏, ⁡𝒃 𝒂⁄ = 𝟏) 
 

𝜷𝟏) محورهتکبرای حالت بارگذاری  (𝑵̅𝒄𝒓)بعدتأثیر تنش باقیمانده سطح بر مقادیر بار بحرانی کمانش بی 2 جدول = 𝟎,𝜷𝟐 = با  (𝟏−

𝒈)شرایط  = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏) 

𝑏
𝑎⁄  𝜏𝑠𝑚 

𝜏𝑠𝑐 

6/0 8/0 0 8/0- 6/0- 

3/0 

9/0 56642/9 5626/9 52413/9 52961/9 40025/9 

0 59849/9 40561/9 40916/9 41468/9 48325/9 

9/0- 4163/9 48261/9 45416/9 45968/9 43025/9 

1 

9/0 431/6 43266/6 46842/6 46651/6 46596/6 

0 46288/6 46326/6 46969/6 42538/6 49116/6 

9/0- 42345/6 49502/6 49691/6 30065/6 30252/6 

تأثیر  6است. در جدول  شدهپرداختهبه تأثیر تنش باقیمانده سطح بر بار بحرانی کمانش  6و  3های و شکب 2و  6در جداول 

. و اندشدهمیترساین تیییرات برای درک بهتر  6و  3های است. در شکب شدهیبررستنش باقیمانده سطح بالا و پایین  زمانهم

𝜏𝑠∆است. در ربارت  قرارگرفتهی موردبررس (𝜏𝑠∆)اثر تفاضب تنش باقیمانده سطح بالا و پایین  2در جدول  تیدرنها =
𝜏𝑠𝑚−𝜏𝑠𝑐

𝜏𝑠𝑚
0 −𝜏𝑠𝑐

0 

 ،𝜏𝑠𝑚
𝜏𝑠𝑐و  0

در نظر گرفته  8باشند که مطابق جدول بالا میبه ترتیب مقادیر اولیه تنش باقیمانده سطح برای سطو  پایین و  0

به ترتیب برای سطو  پایین و بالا جهت بررسی تأثیر این پارامتر بر بار بحرانی  شدهگرفتهمقادیر جدید در نظر  𝜏𝑠𝑐و 𝜏𝑠𝑚اند و شده

𝑁1 

𝑥 

𝑦 

𝑆𝑆𝑆𝑆 



 یبهرام ی، مهدی، محسن قاسمیدیکوروش خورش 02

 

 1/ شماره 3/ دوره 1047مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

ه سطح بالا و پایین مقادیر بار گردد که با افزایش تفاضب تنش باقیماندملاحظه می 2باشد. با توجه به جدول کمانش سیستم می

 شود که مثبت بودن تنش باقیمانده سطحدر این قسمت ملاحظه می شدهارائهیابد. با توجه به نتایج بحرانی کمانش افزایش می

مثبت بودن تنش باقیمانده سطح موجب کاهش انرژی کرنشی و افزایش  درواقعشود. بارث کاهش بار بحرانی کمانش سیستم می

یز یابد. برای مقادیر منفی تنش باقیمانده سطح نشود به همین دلیب بار بحرانی کمانش نیز کاهش میذیری سیستم میتحرک پ

توان دریافت که منفی بودن این پارامتر بارث افزایش انرژی کرنشی و به دنبال آن افزایش سفتی و مقدار با استدلالی مشابه می

یب کمانش تحل ازآنجاکهباشد ولی می ریگچشمی سطح در روابط مربوط به انرژی جنبشی شود. تأثیر چگالبار بحرانی کمانش می

 آمدهدستبه هایشود چگالی سطح تأثیری در پاسخباشد و در آن انرژی جنبشی صفر در نظر گرفته مییک تحلیب استاتیکی می

فر ی کمانش نزدیک به صبار بحراندر این تحقیق نیز مشاهده شد که اثر چگالی سطح بر  آمدهدستبهندارد. با تحلیب نتایج 

 شده است. نظرصرفباشد و به همین دلیب در این قسمت از تحلیب این پارامتر می
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              (b1=-1, b2=-1)

  tsc=0.6    tsc=0

  tsc=0.2    tsc=-0.2

                 tsc=-0.6

 
 دومحورهبرای حالت بارگذاری  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد فلزی بر مقادیر بار بحرانی کمانش بی  تأثیر تنش باقیمانده سطح 2شکل 

(𝜷𝟏 = −𝟏, 𝜷𝟐 = 𝒈)با شرایط  (𝟏− = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏, ⁡𝒃 𝒂⁄ = 𝟏) 
 

𝑵) بار بحرانی کمانشتأثیر تفاضل تنش باقیمانده سطوح بالا و پایین بر مقادیر  7جدول  𝒎⁄ برای حالت بارگذاری تک محوره  (

(𝜷𝟏 = 𝟎,𝜷𝟐 = 𝒈) با شرایط (𝟏− = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏) 

𝑏
𝑎⁄  ℎ

𝑎⁄  
∆𝜏𝑠 

1 8 5 4 3 

3/0 

8/0 9325/52 966/52 9955/52 0114/59 0898/59 

1/0 33695/6 36829/6 3626/6 36469/6 32064/6 

03/0 24605/0 246665/0 249832/0 230989/0 238368/0 

1 

8/0 5646/51 5229/51 4089/51 4163/51 4516/51 

1/0 31349/4 31939/4 38539/4 38669/4 35122/4 

03/0 338026/0 335131/0 334191/0 333821/0 336546/0 

∆𝜏𝑠 =
𝜏𝑠𝑚 − 𝜏𝑠𝑐

𝜏𝑠𝑚
0 − 𝜏𝑠𝑐

0   
 

  

نانو  ی سطح و چگالی سطح بر کمانشهای سطح مانند تنش باقیمانده سطح، ثوابت الاستیسیتهتأثیر پارامتر قسمتدر این 

است. مقادیر بار بحرانی کمانش در این قسمت با استفاده از تئوری تیییر شکب برشی نمایی  بررسی شدهورق تابعی مدرج 

ها و جداول اثر است. در این شکب بررسی شدهی سطح تأثیر ثوابت الاستیسیته 2و  6های و شکب 9. در جدول اندآمدهدستبه

𝑁1 

𝑥 

𝑦 

𝑆𝑆𝑆𝑆 



 02 با در نظر گرفتن اثر سطح یلیورق هدفمند تک جهته مستطنانو کمانش تحلیل 
 

 1/ شماره 3/ دوره 1047مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 کهیامهنگاست.  شدهدادهی سطح به ازای مقادیر مغتلف برای نسبت طول به ررض و اندیس توانی نشان ت الاستیسیتهثواب

𝜆𝑠ربارت  + 2𝜇𝑠  است و  شدهگفتهباشد این ربارت برای سطح پایین صفر در نظر می 3، 0،  -3برای سطح بالا دارای مقادیر

𝜆𝑠شود بار بحرانی کمانش به ازای مقادیر مثبت برای که ملاحظه می طورهمانبالعکس.  + 2𝜇𝑠 یابد و بررکس با در افزایش می

𝜆𝑠نظر گرفتن مقادیر منفی برای   + 2𝜇𝑠 یابد. در حقیقت انرژی کرنشی سیستم به ازای مقادیر مثبت برای ثوابت کاهش می

رانی این امر منجر به افزایش بار بح تیدرنهاشود که تر میتحرک پذیری ورق کم جهیدرنتیابد و ی سطح افزایش میالاستیسیته

ر ی سطح مقادیر منفی در نظدهد که برای ثوابت الاستیسیتهاین حالت زمانی رخ می بررکس قا  یدقشود. کمانش سیستم می

  د.یابنشود و انرژی کرنشی کاهش یابد که به طبع آن سفتی و بار بحرانی کمانش سیستم کاهش میمیگرفته 
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      (b1=-1 ,b2=-1)

  lsm+2msm=5

  lsm+2msm=0

  lsm+2msm=-5
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    (b1=-1 ,b2=-1)

  lsc+2msc=5

  lsc+2msc=0

  lsc+2msc=-5

 

فلزی بر مقادیر بار   ی سطحتأثیر ثوابت الاستیسیته 2شکل 

برای حالت بارگذاری دو محوره  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد بحرانی کمانش بی

(𝜷𝟏 = −𝟏, 𝜷𝟐 = 𝒈)با شرایط  (𝟏− = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ =

𝟎. 𝟏, ⁡𝒃 𝒂⁄ = 𝟏) 

سرامیکی بر مقادیر بار   ی سطحتأثیر ثوابت الاستیسیته 7شکل 

برای حالت بارگذاری دو محوره  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد بحرانی کمانش بی

(𝜷𝟏 = −𝟏, 𝜷𝟐 = 𝒈)با شرایط  (𝟏− = 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏, ⁡𝒃 𝒂⁄ =

𝟏) 
 

برای حالت بارگذاری تک محوره  (𝑵̅𝒄𝒓)بعدی سطح بر مقادیر بار بحرانی کمانش بیتأثیر ثوابت الاستیسیته 2جدول 

(𝜷𝟏 = 𝟎,𝜷𝟐 = ⁡𝝁̅) با شرایط (𝟏− = 𝟎, ⁡𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏) 

𝑏
𝑎⁄  𝜆𝑠𝑚 + 2𝜇𝑠𝑚 

 (𝑔)اندیس توانی 

0 1 8 3 

3/0 

3 696/13 5153/11 09085/9 04064/2 

0 286/14 15646/9 22441/6 95245/6 

3- 9069/15 235/6 35906/6 66481/3 

1 

3 2688/10 18611/6 55833/6 69004/3 

0 8416/10 86383/6 44666/3 26095/4 

3- 3201/9 53214/3 46622/4 95022/5 

𝑏
𝑎⁄  𝜆𝑠𝑐 + 2𝜇𝑠𝑐 

 (𝑔)اندیس توانی 

0 1 8 3 

3/0 

3 696/13 63106/9 45686/2 49005/6 

0 286/14 15646/9 22441/6 95245/6 

3- 9069/15 466/2 86966/6 5801/6 

1 

3 2688/10 6154/6 24606/3 86264/3 

0 8416/10 86383/6 44666/3 26095/4 

3- 3201/9 20365/3 0142/3 40205/4 



 یبهرام ی، مهدی، محسن قاسمیدیکوروش خورش 02
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 بر بار بحرانی کمانش  اندیس توانی و پارامتر غیر محلیاثر  -2-7-3

𝑁̅𝑐𝑟بعد اثر اندیس توانی بر بار بحرانی کمانش بی 10جدول  = 𝑁𝑐𝑟(𝑎
2 𝐸𝑚⁡ℎ3⁄ دهد. در نانو ورق تابعی مدرج را نشان می (

𝑏این جدول  𝑎⁄ = 1  ،ℎ 𝑎⁄ = 𝜇̅و  0.1 = محوره فرض شده و بار بحرانی کمانش برای شرایط بارگذاری تک 0
(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = 𝛽1)و بارگذاری دومحوره  (⁡0 = −1⁡, 𝛽1 = شده است. در شکب ارائه 10و 3، 8، 0،1برای اندیس توانی  (⁡1−

𝑁̅𝑐𝑟بعدنیز تیییرات بار بحرانی کمانش بی 9 = 𝑁𝑐𝑟(𝑎
2 𝐸𝑚⁡ℎ3⁄ زمان نسبت ررض به طول و اندیس توانی به ازای تیییرات هم (

شود که افزایش اندیس توانی بارث کاهش ها ملاحظه میشده است. با توجه به جداول و شکبمحوره ترسیمبرای بارگذاری تک

ابد یشود و سفتی کاهش میمی ترشود. زیرا با افزایش مقدار اندیس توانی خواص ورق به خواص فلز نزدیکبار بحرانی کمانش می

 شود.که این امر سبب کاهش بار بحرانی کمانش می

برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح با شرایط  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد تأثیر اندیس توانی بر بار بحرانی کمانش بی 14جدول 
(𝒃 𝒂⁄ = 𝟏, 𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏, 𝝁̅ = 𝟎⁡) 

(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = 0⁡) 
 (g) اندیس توانی

0 1 8 3 10 

 50613/4 9366/4 61628/3 43061/6 64968/9 تئوری نمایی

 50348/4 93666/4 61611/3 44959/6 64628/9 تئوری مثلثاتی

 50366/4 93288/4 61634/3 44911/6 64664/9 تئوری هایپربولیکی

 50369/4 93203/4 61646/3 44909/6 64639/9 تئوری پارابولیکی

(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = −1⁡) 
 (g) توانیاندیس 

0 1 8 3 10 

 13502/8 4625/8 23291/8 88353/5 26421/4 تئوری نمایی

 13861/8 46252/8 23233/8 88469/5 26591/4 تئوری مثلثاتی

 13822/8 46911/8 23266/8 88433/5 26528/4 تئوری هایپربولیکی

 13823/8 46905/8 23265/8 88434/5 26569/4 تئوری پارابولیکی
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-برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح تحت بارگذاری تک (𝑵̅𝒄𝒓)بعد تأثیر اندیس توانی بر بار بحرانی کمانش بی 2شکل 

𝜷𝟏)محوره  = 𝟎,𝜷𝟐 = 𝒉)و تحت شرایط  (𝟏− 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏⁡, 𝝁̅ = 𝟎⁡) 

𝑁2 

𝑥 

𝑦 

𝑆𝑆𝑆𝑆 

𝑚 = 1 𝑚 = 2 𝑚 = 3 
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نانو ورق تابعی مدرج در اثر تیییرات پارامتر غیر محلی برای حالت  (𝑁̅𝑐𝑟)بعد نتایج بار بحرانی کمانش بی 11در جدول 

شود که همانند فرکانس طبیعی، بار بحرانی شده است. با توجه به این نتایج ملاحظه میمحوره و دومحوره ارائهبارگذاری تک

تر غیر با افزایش پارامگونه که در تحلیب ارتعاش آزاد نیز بیان شد یابد. همانمحلی کاهش میکمانش نیز با افزایش پارامتر غیر 

ری شود و ورق تحرک پذیری بیشتکند که با این کاهش صلبیت سیستم کم میمحلی انرژی کرنشی سیستم کاهش پیدا می

نیز تیییرات بار بحرانی کمانش  11 و 10های شکبشود. در خواهد داشت که درنهایت این امر بارث کاهش بار بحرانی کمانش می

گردد که به ازای مقادیر کوچک برای پارامتر غیر ها مشاهده میشده است. در این شکبدر اثر تیییرات پارامتر غیر محلی ترسیم

شود. م میات ملایباشد ولی با افزایش مقدار پارامتر غیر محلی شیب تیییرمحلی شیب تیییرات بار بحرانی کمانش محسوس می

 شود که پارامتر غیر محلی در کاهش بار بحرانی کمانش نسبت به اندیس توانی تأثیر بیشتری دارد.رلاوه ملاحظه میبه

برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح تحت شرایط  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد ی بر بار بحرانی کمانش بیمحل ریغتأثیر پارامتر  11جدول 
(𝒃 𝒂⁄ = 𝟏, 𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏, 𝒈 = 𝟎⁡) 

(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = 0⁡) 
𝜇̅ 

0 1/0 8/0 5/0 4/0 

 33189/1 5855/8 60468/5 5265/3 43061/6 تئوری نمایی

 33092/1 58828/8 60522/5 5268/3 44959/6 تئوری مثلثاتی

 33091/1 58868/8 60568/5 52396/3 44911/6 تئوری هایپربولیکی

 33091/1 58868/8 60561/5 52393/3 44909/6 تئوری پارابولیکی

(𝛽1 = −1⁡, 𝛽1 = −1⁡) 
𝜇̅ 

0 1/0 8/0 5/0 4/0 

 663646/0 16163/1 20851/1 69563/8 88353/5 تئوری نمایی

 663429/0 16141/1 20194/1 6951/8 88469/5 تئوری مثلثاتی

 663433/0 16156/1 20126/1 69892/8 88433/5 تئوری هایپربولیکی

 663435/0 16156/1 20126/1 69896/8 88434/5 تئوری پارابولیکی
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𝑵)تأثیر پارامتر غیر محلی بر بار بحرانی کمانش  14شکل  𝒎⁄ برای نانو ورق تابعی مدرج با در نظر گرفتن اثر سطح تحت بارگذاری  (

𝜷𝟏)محوره تک = −𝟏, 𝜷𝟐 = 𝒃)و تحت شرایط  (𝟎 𝒂⁄ = 𝟏⁡, 𝒈 = 𝟏⁡) 
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برای نانو ورق تابعی مدرج تحت بارگذاری دومحوره  (𝑵̅𝒄𝒓)بعد تأثیر پارامتر غیر محلی و اندیس توانی بر بار بحرانی کمانش بی 11شکل 

(𝜷𝟏 = −𝟏, 𝜷𝟐 = 𝒃)و تحت شرایط  (𝟏− 𝒂⁄ = 𝟏, 𝒉 𝒂⁄ = 𝟎. 𝟏⁡) 

 گیرینتیجه -2

شده است. شرایط مرزی حاکم حاضر کمانش نانو ورق تابعی مدرج مستطیلی با در نظر گرفتن اثر سطح بررسی پژوهشدر 

همیلتون گاه ساده بوده است و معادلات حرکت با استفاده از اصب بر نانو ورق در این تحقیق، شرایط مرزی چهار طرف تکیه

شده است. مرداچ بهره گرفته-ی سطح گرتینآمده است. برای تحلیب اثرات مرتبط با سطو  نانو ورق از تئوری الاستیسیتهدستبه

سطح و چگالی  یهای مرتبط با سطح مانند تنش باقیمانده سطح، ثوابت الاستیسیتههای متییر در این تحلیب شامب پارامترپارامتر

های دیگر شامب اندیس توانی، نسبت ررض به طول، نسبت ضغامت به طول، تیییرات دما و پارامتر غیر امترسطح و همچنین پار

ارابولیکی ی نمایی، مثلثاتی، هایپربولیکی و پشدههای تیییر شکب برشی اصلا محلی بوده است. روابط جابجایی با استفاده از تئوری

حرانی شده است. بار بی غیر محلی ارینگن استفادهی نیز از تئوری الاستیسیتهآمده است و جهت بررسی اثرات غیر محلدستبه

 اند.آمدهدستگیری از روش حب گلرکین بهها با بهرهکمانش و شکب مود

 باشد:های ارائه شده در فصب این مقاله نتایج زیر قابب استنتاج میبا توجه به جداول و نمودار

 ی سطح هرکدام بر اساس مثبت یا منفی بودنثوابت الاستیسیته د تنش باقیمانده سطح وبا سطح مانن های مرتبطپارامتر

توانند بارث افزایش یا کاهش بار بحرانی کمانش سیستم شوند. با توجه به مقادیری که در این مقاله برای مقادیری که دارند می

ها سبب کاهش بار بحرانی کمانش سیستم شده است. ثر آنشود که برآیند اشده است مشاهده میهای سطح در نظر گرفتهپارامتر

آن کاهش سفتی و صلبیت شده که این امر نیز بارث  جهیدرنتها موجب کاهش انرژی کرنشی سیستم و برآیند اثر آندر واقع 

 کاهش بار بحرانی کمانش شده است.

فزایش تنش باقیمانده سطح بارث کاهش انرژی یابند درواقع ابار بحرانی کمانش کاهش می با افزایش تنش باقیمانده سطح

قیقت در حشود. یابد و همین امر سبب کاهش بار بحرانی کمانش میشود و به دنبال آن تحرک پذیری ورق افزایش میکرنشی می

حرانی بشود به همین دلیب بار مثبت بودن تنش باقیمانده سطح موجب کاهش انرژی کرنشی و افزایش تحرک پذیری سیستم می

ن این توان دریافت که منفی بودیابد. برای مقادیر منفی تنش باقیمانده سطح نیز با استدلالی مشابه میکمانش نیز کاهش می

 شود.پارامتر بارث افزایش انرژی کرنشی و به دنبال آن افزایش سفتی و مقدار بار بحرانی کمانش می

مثبت برای  ای که در نظر گرفتن مقادیرگونهباشد بهباقیمانده سطح میی سطح بررکس تأثیر تنش تأثیر ثوابت الاستیسیته

و  شود و درنتیجه افزایش بار بحرانی کمانش را در پی داردها بارث بالا رفتن انرژی کرنشی و سفتی بیشتر سیستم میاین پارامتر



 24 با در نظر گرفتن اثر سطح یلیورق هدفمند تک جهته مستطنانو کمانش تحلیل 
 

 1/ شماره 3/ دوره 1047مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

یقت انرژی در حقشود. ر بحرانی کمانش میی سطح بارث کاهش بابالعکس در نظر گرفتن مقادیر منفی برای ثوابت الاستیسیته

شود متر میتحرک پذیری ورق ک جهیدرنتیابد و ی سطح افزایش میکرنشی سیستم به ازای مقادیر مثبت برای ثوابت الاستیسیته

رای بدهد که این حالت زمانی رخ می بررکس قا یدقشود. این امر منجر به افزایش بار بحرانی کمانش سیستم می تیدرنهاکه 

شود و انرژی کرنشی کاهش یابد که به طبع آن سفتی و بار بحرانی میی سطح مقادیر منفی در نظر گرفته ثوابت الاستیسیته

 یابند.کمانش سیستم کاهش می

صفر در  انرژی جنبشی در تحلیب کمانش سیستم یک تحلیب استاتیکی است بنابراین به دلیب اینکه تحلیب کمانش در انتها

 تأثیری بر بار بحرانی کمانش سیستم بگذارد. تواندو متعاقبا  چگالی سطح نمی شودته مینظر گرف

زیرا با افزایش ررض ورق درجه آزادی ؛ یابدکه با افزایش نسبت ررض به طول )در طول ثابت( بار بحرانی کمانش کاهش می

ه شود. رلاوه بر این، از نتایج ارائبار بحرانی کمانش میشود و منجر به کاهش یابد و به همین دلیب سفتی ورق کم میافزایش می

فزایش ا دومحورهو  محورهتکتوان دریافت که با افزایش نسبت ضغامت به طول بار بحرانی کمانش برای حالت بارگذاری شده می

 شدهورق صلبیت و سفتیاست بارث افزایش  شدهگرفتهطول ورق ثابت در نظر  کهیهنگامیابد. افزایش نسبت ضغامت به طول می

 شود.و این امر نیز بارث افزایش بار بحرانی کمانش می

سیستم  ی انرژی کرنشیمحل ریغبا افزایش پارامتر در واقع یابد. بار بحرانی کمانش نیز با افزایش پارامتر غیر محلی کاهش می

این  تیدرنهای بیشتری خواهد داشت که شود و ورق تحرک پذیرکند که با این کاهش صلبیت سیستم کم میکاهش پیدا می

 شودامر بارث کاهش بار بحرانی کمانش می

زیرا با افزایش مقدار اندیس توانی خواص ورق به خواص فلز ؛ شودافزایش اندیس توانی بارث کاهش بار بحرانی کمانش می

 .شودیابد که این امر سبب کاهش بار بحرانی کمانش میشود و سفتی کاهش میتر مینزدیک
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