
Mechanics of Advanced and Smart Materials Journal 2(3) (2022) 235– 256 

 

Mechanics of Advanced and Smart 

Materials Journal 
http://masm.araku.ac.ir 

 
 

  

* Corresponding author. Tel.: 061-42536560 
E-mail address: m.ghomeshibozorg@jsu.ac.ir  
DOI: https://10.52547/masm.2.3.235.   
Received: February 23; Received in revised form: March 12, 2022; Accepted: December 12, 2022. 
2022 Published by Arak University Press. All rights reserved. 

 
 

Dynamic Instability Analysis of Rectangular Plates under 
Periodic Passage of Oscillating Rigid Bodies 

Mehran Ghomeshi Bozorg a* 

a Department of Mechanical Engineering, Jundi shapur University of Technology, Dezful, Postcode 64615-334, Iran 

    Original Article 
Use your device to scan 

and read the article online 

 

 

Citation: Ghomeshi Bozorg M. Dynamic Instability Analysis of Rectangular Plates under 
Periodic Passage of Oscillating Rigid Bodies. Mechanics of Advanced and Smart Materials. 
2022; 2(3)235-256. 

 https://10.52547/masm.2.3.235.  

 

K E Y W O R D S  

 

A B S T R A C T  

Plate, 

Oscillating Rigid Body,  

Stability Analysis,  

Floquet Theory. 

In this paper, the dynamic stability of a thin rectangular plate under the periodic passage 

of oscillating rigid bodies is studied. Each of the two ends of a rigid body is connected to a 

wheel through a suspension system. Using the assumed-mode method, the governing 

equations are derived. The periodic passing of moving objects along a straight path on the 

surface of the plate results in a dynamic system with periodic coefficients. The Floquet 

theory is employed as a numerical method to obtained stable and unstable zones of 

parameters plane. Considering the point moving object model, the effect of moving object 

modeling on the stability analysis results is also investigated. The results indicate that the 

stiffness and damping of the suspension system, the mass ratio of the wheels to the whole 

rigid body, the rigid body’s length and the moving object modeling method are very 

effective on domains stability and instability of the system. Numerical simulations of the 

plate middle point verify the accuracy of the obtained results. 

Extended Abstract 

1. Introduction 

nvestigating the dynamic stability of a flexible structure carrying a moving mass is an extensive problem embracing a wide 

variety of engineering applications, e.g., railway tracks and highway bridges under the action of traversing trains or 

vehicles [1], loads transported along cranes span [2], high-speed machining processes [3]. Time-varying position of 

moving masses and considering all interval components of the moving masses in the analysis leads to the appearance of time-

varying matrices in the coefficients of the governing equation. The passage of continuous series of moving masses along the 

rectilinear path results in a parametrically excited system with periodic coefficients. In certain conditions, parametric 

excitations generate instability in the elastic structures under the moving masses. Therefore, the stability analysis of these 

systems is very important. There are various studies for dynamic instability elastic structures under moving masses that have 

been considered by many researchers [15-20]. 

In the present research, an approach based on Floquet theory is followed, contributing to a comprehensive evaluation of 

the influence of modeling methods on the dynamic stability of the plate vibrations. To the best of the author’s knowledge, 

stability analysis concerning the aforementioned aspects has been done yet. The results are presented as stability maps in mass–

velocity diagrams which show that the modeling method and value of the model parameters have a significant effect on the 

system stability. 

2. Mathematical Formulation 

 Throughout this study the plate is considered to be a simply supported uniform thin rectangular plate with a length of a, 

with of b, the thickness of h, traversed by moving objects along a rectilinear trajectory parallel to the longitude edges of the 

plate with a constant velocity of v. The material of the plate is set to be undamped, linear isotropic homogeneous. 

For the moving object, a moving oscillating rigid body with a two wheels suspension system is considered (Fig. 1). 
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Figure 1. Plate under the effect of a moving oscillating rigid body. 

In this model, the moving object chassis is considered as a rigid body with length 𝐿0, mass 𝑀2 and moment of inertia about 

the center of mass 𝐼.̅ 𝑤𝑀2
 is the transverse displacement of the center of mass, and 𝜓 and 𝜑 denote the rotations about parallel 

and vertical axes to the plate, respectively. 𝑀1 is the mass of each wheel, and k and c denote stiffness and damping of each 

suspension system, respectively. Through the use of the assumed–mode method and Lagrange’s equations, the governing 

equations can be expressed as a set of ordinary differential equations, 

[
𝑇̅(𝑡) 0 0

0 𝑀2 0

0 0  𝐼̅

] [ 
𝐴̈

𝑤̈𝑀2

𝜃̈

] + [

𝑌1(𝑡) 𝑌2(𝑡) 𝑌3(𝑡)

𝑌2
𝑇(𝑡) 2𝑐 0

𝑌3
𝑇(𝑡) 0 𝑐𝐿0

2 2⁄

] [
𝐴̇

𝑤̇𝑀2

𝜃̇

] + [

Λ1(𝑡) 𝛬2(𝑡) 𝛬3(𝑡)
𝐾21 2𝑘 0

𝐾31 0 𝑘𝐿0 2⁄
] [

𝐴
𝑤𝑀2

𝜃

]

= [
𝑓(̅𝑡)

0
0

] 

(1) 

Where A is the modal coordinates vector and the coefficient matrices 𝑇̅(𝑡), 𝑌̅(𝑡), Λ̅(𝑡) and vector 𝑓(𝑡) are all time-varying. 

Considering the entrance of a similar object on the plate following the exiting of the precedent mass, the coefficients of Eq. (1) 

become periodical with the period 𝑇𝑝 = 𝑎 𝑣⁄ . By selecting only one shape mode 𝜑(𝑥, 𝑦) = √2 𝑎𝑏⁄ sin(𝜋𝑥 𝑎⁄ ) sin(𝜋𝑦 𝑏⁄ ) in 

assumed-mode method, the governing equations become, 

𝑚(𝑡)𝜂̈ + 𝑐(𝑡)𝜂̇ + 𝑘(𝑡)𝜂 = 𝑓(𝑡) (2) 

Where 𝜂 = [𝐴, 𝑤𝑀2
, 𝜃]

𝑇
and for 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝑝: 

𝑚(𝑡) = [
1 + 2𝑟𝛼𝑄1(𝑡) 0 0

0 1 0
0 0 1

], 

𝑐(𝑡) = [

𝑐11 𝑐12 𝑐13

𝑐21 2𝜉Ω 0
𝑐31 0 6𝜉𝛺

], 

𝑘(𝑡) = [

𝑘11 𝑘12 𝑘13

𝑘21 Ω2 0

𝑘31 0 3𝛺2

], 

𝑓(𝑡) = [
𝛼𝑔√𝑎𝑏𝑄3(𝑡)

0
0

] 

(3) 

and for 𝑡 > 𝑇𝑝: 

𝑚(𝑡) = 𝑚(𝑡 − 𝑇𝑝), 𝑐(𝑡) = 𝑐(𝑡 − 𝑇𝑝), 

𝑘(𝑡) = 𝑘(𝑡 − 𝑇𝑝), 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑇𝑝) 
(4) 

Where 

𝑐11 = 2𝑟𝛼𝜔̅1𝑄2(𝑡) + 4(1 − 𝑟)𝛼𝜉Ω𝑄1(𝑡), 

𝑐12 = −2√𝑎𝑏(1 − 𝑟)𝛼𝜉Ω𝑄3(𝑡), 

𝑐13 = √𝑎𝑏(1 − 𝑟)𝛼𝜉Ω𝐿0𝑄4(𝑡), 

𝑐21 = −
2

√𝑎𝑏
 𝜉Ω𝑄3(𝑡), 

𝑐31 = −
2

√𝑎𝑏
 𝜉Ω𝑄4(𝑡) 

𝑘11 = 𝜔1
2 + 2𝛼((1 − 𝑟)Ω2 − 𝑟𝜔̅1

2)𝑄1(𝑡) 

                   +2𝛼(1 − 𝑟)𝜉Ω𝜔̅1𝑄2(𝑡) 

(5) 
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𝑘12 = −𝛼(1 − 𝑟)Ω2√𝑎𝑏𝑄3(𝑡), 

𝑘13 =
𝐿0√𝑎𝑏

2
𝛼(1 − 𝑟)Ω2𝑄4(𝑡), 

𝑘21 = −
1

√𝑎𝑏
(Ω2𝑄3(𝑡) + 2𝜉Ω𝜔̅1𝑄5(𝑡)), 

𝑘31 =
6Ω

𝐿0√𝑎𝑏
(Ω𝑄4(𝑡) + 2𝜉𝜔̅1𝑄6(𝑡)), 

𝑄1(𝑡) = 𝜒1 sin2(𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 𝑠𝑖𝑛2(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅), 

𝑄2(𝑡) = 𝜒1 sin(2𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 sin(2(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅)), 

𝑄3(𝑡) = 𝜒1 sin(𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 sin(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅), 

𝑄4(𝑡) = 𝜒2 sin(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅) − 𝜒1 sin2(𝜔̅1𝑡), 

𝑄5(𝑡) = 𝜒1 cos(𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 cos(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅), 

𝑄6(𝑡) = 𝜒2 cos(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅) − 𝜒1 cos(𝜔̅1𝑡) 

The other parameters defined as follows 

𝛼 =
2𝑀1 + 𝑀2

𝜌ℎ𝑎𝑏
,   𝛾 =

𝜋𝑉

𝑎𝜔1
, 𝜔̅1 = 𝛾𝜔1, 

𝑟 =
2𝑀1

2𝑀1 + 𝑀2
, Ω = √

2𝑘

𝑀2
, 𝜉 =

2𝑐

2Ω𝑀2
, 𝐿̅ =

𝜋𝐿0

𝑎
 

(6) 

Where 𝜔1 is the first natural frequency of the plate. 

3. Floquet Theory 

Floquet theory is a general theory for linear differential equations with periodic coefficients. This theory can be performed 

on any equation in form 

𝑞̇ = 𝑅(𝑡)𝑞, 𝑅(𝑡 + 𝑇𝑝) = 𝑅(𝑡) (7) 

According to the periodicity of 𝑅(𝑡), it can be deduced that 𝑅(𝑡 + 𝑇𝑝) also forms a fundamental set of solutions and the 

following relation can be established 

𝑞(𝑡 + 𝑇𝑝) = 𝐶𝑞(𝑡) (8) 

Where 𝐶 is a fundamental matrix solution of the periodic system (7). According to Floquet theory, computing the 

eigenvalues of the fundamental matrix determines the stability conditions as ‖𝜆𝐶‖ ≤ 1. 

4. Results and Discussion 

Throughout this study, the mechanical and geometrical properties of plate are Young’s modulus E=200Gpa, density 𝜌 =
7800  𝑘𝑔 ⁄ 𝑚^3 , Poisson’s ratio ν=0.3, a=5m,b=1m, and thickness h=0.01m.  

The effects of varying ξ, Ω, r and L_0 on the stability map are evaluated. The results are presented in Figs. 2, 3, 4 and 5. 

 

Figure 2. The effect of varying the damping ratio 𝝃 for 𝒓 = 𝟎. 𝟎𝟒, 𝛀 = 𝟏𝟎, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎 on stability map. 
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Figure 3. The effect of varying the frequency 𝛀 for 𝒓 = 𝟎. 𝟎𝟒, 𝝃 = 𝟏, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎 on stability map. 
 

 

Figure 4. The effect of varying the damping ratio r for ξ=1, Ω=10, L_0=1m on stability map. 
 

 

Figure 5. The effect of varying the length L_0 for r=0.2, ξ=1, Ω=10 on stability map. 

It is concluded that increasing each of the parameters 𝜉, Ω, 𝑟 causes the unstable zone to increase span and the unstable 

tongue to appear. The trend is revised for the rigid body length 𝐿0 as its increasing enhances stability. The effect of the 

modelling approach for moving objects on the stable/unstable border line is investigated. The results of the Floquet theory for 

moving point mass and moving oscillating rigid body are plotted in Fig. 6. 
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Figure 6. The effect of modeling approach on stability map: moving point mass (solid line), moving oscillating rigid 

body (𝒓 = 𝟎. 𝟎𝟒, 𝛀 = 𝟐𝟎, 𝝃 = 𝟏, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎) (dashed line). 

As shown, modeling approach has a significant influence on the results. The results are confirmed through numerical 

simulations. 

5. Conclusion 

In this paper, time-domain analysis of a thin rectangular plate subjected to the periodic passage of vehicles has been 

investigated by Floquet theory. For the moving object, instead of moving point mass, a moving oscillating rigid body with a 

two wheels suspension system is considered. The results permitted splitting the speed-mass parameter plane into two distinct 

regions of stability and instability. The results have indicated that the modeling method has a significant influence on the 

dynamic stability analysis of this system and inappropriate modeling leads to inaccurate results. For the oscillating rigid body, 

the effects of various parameters on the stability conditions have been discussed in detail. 
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 چکیده  واژگان کلیدی
 ،ورق

جسممم صمملب نوسممان 

 ،کننده

 ،یکینامید یداریپا

 .فلاکه یتئور

 دهنوسان کننصلب  یهاتحت عبور متناوب جست   یلیورق نازک مستت   کی یکینامید یداریمقاله، پا نیدر ا 

فاده . با استشوندیچرخ متصل م کیبه  قیتعل ست یس قیجس  صلب از طر یشده است. هر دو انتها یبررست 

 کیدر امتداد  رکمتح یها. عبور متناوب جس شتوند یمعادلات حاک  استتررا  م  ،یفرضت  یاز روش مودها

فلاکه  ی. تئورشودیمتناوب م بیبا ضرا یکینامید ست یس کیست   ورق، منرر به   یبر رو  یمستتق  ریمست 

پارامترها به کارگرفته  یدر صتتتفحه داریو ناپا داریپا یآوردن نواح به دستتتت یبرا یروش عدد کی عنوانبه

 زیآنال جینتا یمتحرک بر رو جستت  یستتازمدلاثر  ،یامدل جستت  متحرک نق ه نظر گرفتن . با درشتتودیم

ها به نسبت جرم چرخ ق،یتعل ست یس ییرایو م یکه سرت دهندینشان م جی. نتاشتود یم یبررست  زین یداریپا

 داریو ناپا داریپا ینواح یجس  متحرک بر رو یسازجرم کل جس ، طول جس  صلب و روش متفاوت در مدل

 دیتائ را آمدهدستبه جی، دقت نتاورق یانیم ینق ه ییراجاب یعدد یسازهیهستند. شب مؤثر کاملاً ستت  یست 

 .کندیم

 14/02/0411تاریخ دریافت: 

 20/02/0411تاریخ بازنگری: 

 20/10/0410 تاریخ پذیرش:

 مقدمه -0

است  ی صنعتیهای الاستیک تحت اثر بارهای متحرک یک موضوع مه  با کاربردهای گستردهی رفتار دینامیکی سازهم العه

های های جرثقیل، سازه[0]ها و خ وط ریلی تحت عبور وسایل نقلیه که از نتایج حاصل از این م العه در مسائلی نظیر طراحی پل

شود. به دلیل تغییر در موقعیت جرم استفاده می [6]سریع  یکارنیماشهای ابزار با قابلیت و ماشین [6] هانقاله سقفی و تسمه

شود ضرایب معادلات حاک  بر شتاب جرم متحرک در م العه لحاظ می یهامؤلفهمتحرک بر روی سازه، در شرای ی که تمام 

شوند. دی مینبهای متغیر با زمان دستهها جزء سیست کنند و بر این اساس این سیست ها با زمان تغییر میارتعاشات این سیست 

توانند نقش تحریکی موسوم به تحریک پارامتریک را برای سیست  ایفا کنند. این نوع تحریک در این ضرایب وابسته به زمان می

ی الاستیک تحت بار متحرک شود. بنابراین جهت حفاظت از تواند سبب بروز ناپایداری دینامیکی در سازهشرایط معینی می

 شود از اهمیت فراوانی برخوردار است.شناخت شرای ی که سبب بروز ناپایداری دینامیکی میتحت بار متحرک،  سیست 

، متحرکهای گاه ساده و تحت اثر عبور جرمبرنولی با تکیه -برای تیر اولر [0] رسد که برای اولین بار نلسون و کانووربه نظر می

، پایداری با استفاده از تئوری تحریک تکانشی [5]نواحی پایدار و ناپایدار را در فضای پارامترهای سیست  تعیین کردند. آلدری  و باز

mailto:m.ghomeshibozorg@jsu.ac.ir
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 -ی پایداری دینامیکی سیست  تیر برای م العه [2] های متحرک را م العه کردند. ماکرتیچتیر تحت اثر حرکت متناوب جرم

از روش مقیاس  [7] استفاده کرد. رائو 0برنولی و تیموشنکو از روش تئوری فلاکه -رم متحرک برای  هر دو مدل تیر اولر ج

با استفاده از روش تئوری  [8]برنولی تحت بار متحرک استفاده کرد. سان  -چندگانه جهت بررسی پایداری دینامیکی تیر اولر 

 های متحرک را مورد م العه قرار داد. قمشی بزرگ و همکارانبرنولی را تحت عبور جرم –فلاکه پایداری دینامیکی تیرهای اولر 

های متحرک از روش اختلالی گاه ساده و تحت عبور متناوب جرمجهت تعیین شرایط پایداری دینامیکی یک تیر با تکیه [9]

ی پارامترها معرفی کردند. نیکرو و رفوئی هموتوپی استفاده کردند و نتایج را از طریق تعیین نواحی پایدار و ناپایدار در صفحه

برای  هاآنی پارامتری انرام دادند. های متحرک یک م العههای مست یلی تحت عبور جرمبر روی پاسخ دینامیکی ورق [04]

گرفتند و اثر وزن و سرعت جرم متحرک و نیز اثر نسبت طول به عرض ورق  در نظرای را های متحرک مسیر مستقی  و دایرهجرم

ت ی ارتعاشااز روش المان محدود برای م العه [00]لعه کردند. رفوئی و همکاران را بر روی ماکزیم  پاسخ دینامیکی ورق م ا

با استفاده از تئوری  [06]های متحرک استفاده کردند. امیری و همکاران های مست یلی نازک تحت عبور جرمغیرخ ی ورق

رتلفی های مهای متحرک که در مسیرضری  تحت عبور جرم نسبتاًهای الاستیک ی اول، ارتعاشات ورقتغییر شکل برشی مرتبه

های گرفتن اثر تغییر شکل برشی در آنالیز ارتعاشات ورق نظر نشان دادند که در هاآنکردند را بررسی کردند. از روی ورق عبور می

یک روش المان محدود جدید را برای آنالیز ارتعاشات عرضی و طولی یک ورق مست یلی  [06] ضری  ضروری است. اسن نسبتاً

متعامد و روش بسط تابع ویژه، پاسخ ای های متحرک ارائه کرد. با استفاده از روش بسط سری چندجملهنازک تحت عبور جرم

زاده و مورد م العه قرار گرفت. ابراهی  [00]دینامیکی ورق مست یلی نازک تحت عبور جرم متحرک توسط قزوینی و همکاران 

برای یک ورق نازک  [02]های متحرک، رفوئی و همکاران برای یک ورق مست یلی نازک تحت عبور متوالی جرم [05]همکاران 

ی یک ورق در م العه [07]های پیزوالکتریک و نیکرو و همکاران با شرایط مرزی دلرواه تحت عبور جرم متحرک و دارای وصله

کردند مقادیر سرعتی از جرم مست یلی نازک تحت عبور تحت عبور دو دسته جرم که در دو مسیر مرالف بر روی ورق حرکت می

پایداری دینامیکی ورق مست یلی نازک  [08]شوند را معرفی کردند. ترکان و همکاران متحرک که سبب بروز تشدید در ورق می

ی در م العه هاآنهای متحرک را با استفاده از روش پارامترهای فشرده م العه کردند. جرم یدرپیپگاه ساده تحت عبور با تکیه

های متحرک بر روی خط راست، با استفاده از روش هارمونیک بالانس نموی برای سه حالت حرکت متوالی جرم [09] دیگری

ی پارامترهای جس  متحرک تعیین ضری ، نواحی پایدار و ناپایدار را در صفحه نسبتاًای بر روی یک ورق خط مورب و مسیر دایره

های بزرگ در تیر، پایداری دینامیکی های غیرخ ی ناشی جابراییگرفتن اثر ترم نظر با در [64]کردند. پیرمرادیان و همکاران 

ای و متمرکز مدل شده یک جرم نق ه صورتبهجرم متحرک را م العه کردند. در تمام این م العات جرم متحرک  -سیست  تیر 

در بررسی ارتعاشات  هاآنگزارش شده است.  [06]کاران ی واثقی امیری و همای در م العهاست. مدلی متفاوت با مدل جرم نق ه

سازی ضری  با شرایط مرزی دلرواه و تحت عبور جرم متحرک، از مدل جرم توزیع شده برای مدل سبتاًنیک ورق مست یلی 

 جس  متحرک استفاده کردند.

دهد های الاستیک تحت عبور جس  متحرک نشان میی آنالیز پایداری دینامیکی سیست نهیدرزمبررسی م العات انرام شده 

جس  متحرک اغلب به اثر دو پارامتر جرم و سرعت جس  متحرک بر روی نتایج آنالیز  برای شدهگرفتههای در نظر که در مدل

پارامترهایی نظیر سرتی و میرایی سیست  تعلیق، نسبت جرم چرخ به جرم کل جس  و  ریتأثپایداری دینامیکی توجه شده و به 

د، توجه لازم انرام نشده است. در این تواند م رح باشطول جس  متحرک، که در یک مدل مناسب برای یک وسایل نقلیه می

گرفته  در نظر ی نقلیهتری برای وسیلهتر شرایط پایداری یک پل تحت عبور وسایل نقلیه، مدل کاملبررسی دقیق منظوربهم العه 

ه چرخی بجس  صلبی که در هر یک از دو انتها از طریق یک سیست  تعلیق  صورتبهی نقلیه که وسیله بیترتنیابهشده است. 

 قرار دادنکند مدل شده است و سعی شده تا در یک بررسی جامع، علاوه بر مورد توجه متصل شده و بر روی یک ورق حرکت می

جرم و سرعت جس  متحرک، اثر پارامترهای سرتی و میرایی سیست  تعلیق، نسبت جرم چرخ به جرم کل جس  و طول وسایل 

 منظورهبو از این جنبه م العات گذشته تکمیل شود.  قرارگرفتهنامیکی سیست  مورد م العه نقلیه بر روی نتایج آنالیز پایداری دی

                                                           
1 Floquet Theory 
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ای برای جس  متحرک، ی حاصل از انتراب مدل جرم نق هبا نتیره آمدهدستبهی نشان دادن اهمیت انتراب مدل مناسب، نتیره

و مقدار پارامترهای فیزیکی مدل بر روی شرایط پایداری است. بررسی انرام شده مبین اهمیت انتراب مدل مناسب مقایسه شده 

 اند.قرارگرفته دییتأهای عددی مورد سازیدینامیکی سیست  است. نتایج از طریق شبیه

 سازی دینامیکیمدل -2

با  گاهی ساده ویک ورق مست یلی شکل نازک، با شرایط تکیه صورتبه، بستر جس  متحرک 0در این پژوهش، م ابق شکل 

 شود.گرفته می نظر در ℎو ضرامت  𝑏، عرض  a طول

 
 ورق مستطیلی 0 شکل

,𝑤(𝑥 اند وبه ترتیب در امتداد طول و عرض ورق درنظرگرفته شده 𝑦 و 𝑥محورهای دستگاه مرتصات کارتزین  𝑦, 𝑡)  نشان

,𝑥) ای از ورق به مرتصاتی جابرایی عرضی نق هدهنده 𝑦) هدر لحظ 𝑡 ی ورق خ ی، همگن و ایزوتروپیک با مدول است. ماده

 .[60]است  نییتعقابلزیر  صورتبهاست که  𝐷و سرتی خمشی  ν ، ضریب پواسون𝐺، مدول برشی ρ ، چگالی𝐸 یالاستیسیته

(0) 𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
 

ای متحرک در نظر گرفته شده است. شماتیک ی متحرک و جرم نق هنوسان کنندهبرای جس  متحرک دو مدل جس  صلب 

 اند.نشان داده شده 6و  6این دو مدل به ترتیب در شکل 

 
 ی متحرکورق مستطیلی تحت اثر عبور جسم صلب نوسان کننده 2 شکل
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 ای متحرکستطیلی تحت اثر عبور جرم نقطهورق م 3 شکل

شود که در نظر گرفته می 𝑀یک جرم متمرکز به جرم  صورتبه، جس  متحرک 6ای متحرک در شکل در مدل جرم نق ه

,𝑥𝑀) توسط مرتصات هرلحظهموقعیت آن بر روی ورق در  𝑦𝑀 , 𝑤𝑀) ی متحرکنوسان کنندهشود. اما مدل جس  صلب بیان می 

ی ی نقلیه در آنالیز ارتعاشات یک پل تحت عبور وسیلهتر برای وسیلهای یک مدل واقعی، نسبت به مدل جرم نق ه6در شکل 

باشد، با انتراب این مدل بتوان رفتار دینامیکی  ملاحظهقابلرود که در شرای ی که طول جس  متحرک نقلیه است و انتظار می

و  𝐿0و طول  𝑀2یک جس  صلب به جرم  صورتبهی کرد. در این مدل، شاسی جس  متحرک بینتر پیشدقیق طوربهسیست  را 

𝐼گشتاور اینرسی حول مرکز جرم  در نظر گرفته شده است که از هر دو انتها از طریق یک سیست  تعلیق یکسان به چرخی به  ̅

است. موقعیت چرخ  𝑐و دمپر با ضریب میرایی لزجتی  𝑘متصل شده است. هر سیست  تعلیق متشکل از فنر به ضریب  𝑀1جرم 

,𝑥1)به ترتیب با مرتصات  هرلحظهجلو و عقب بر روی س   ورق در  𝑦1, 𝑤1)  و(𝑥2, 𝑦2 , 𝑤2)  نشان داده شده است. هر دو

𝑥𝑀2)توسط مرتصات  هرلحظهشوند. موقعیت مرکز جرم جس  صلب در از س   ورق سنریده می 𝑤2و  𝑤1مرتص 
, 𝑦𝑀2

, 𝑤𝑀2
) 

𝑤𝑀2شود که مشرص می
ی چرخش جس  صلب متحرک حول محور زاویه 𝜓شود. گیری میاز موقعیت تعادل استاتیکی اندازه 

طولی جس  صلب میزان چرخش جس  صلب حول محور موازی با س   ورق و عمود بر امتداد  𝜃ی ی ورق و زاویهعمود بر صفحه

 است.

 ی متحرککننده نوسانجسم صلب  -معادلات حاکم بر دینامیک سیستم ورق  -3

شود. برای استفاده از این روش، ابتدا عبارت انرژی جنبشی جهت استررا  معادلات حاک  از روش مودهای فرضی استفاده می

 شوند.نوشته می 6کل ی متحرک نمایش داده در شجس  صلب نوسان کننده –و پتانسیل سیست  ورق 

(6) 

𝐾𝐸 =
1

2
∬ 𝜌ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐴

+
1

2
𝑀1(𝑥̇1

2 + 𝑦̇1
2 + 𝜒1𝑤̇1

2) +
1

2
𝑀1(𝑥̇2

2 + 𝑦̇2
2 + 𝜒1𝑤̇2

2) 

        +
1

2
𝑀1(𝑥̇𝑀2

2 + 𝑦̇𝑀2
2 + 𝜒1𝑤̇𝑀2

2 ) +
1

2
𝐼𝜃̇̅2 +

1

2
𝐼𝜓̇̅2 

𝑃𝐸 =
𝐷

2
∬ [(

𝜕2𝑤

𝜕2𝑥
+

𝜕2𝑤

𝜕2𝑦
)

2

− 2(1 − 𝜈) (
𝜕2𝑤

𝜕2𝑥

𝜕2𝑤

𝜕2𝑦
− (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

)]

 

𝐴

𝑑𝑥𝑑𝑦 

         +
1

2
𝑘 ((𝑤𝑀2

+ 𝛿0 +
𝐿0

2
sin(𝜃)) − 𝜒1𝑤1)

2

+
1

2
𝑘 ((𝑤𝑀2

+ 𝛿0 −
𝐿0

2
sin(𝜃)) − 𝜒2𝑤2)

2

 

         −𝜒1𝑀1𝑔𝑤1 − 𝜒2𝑀1𝑔𝑤2 − 𝑀2𝑔𝑤𝑀2
 

Where: 𝜒1 = 𝐻(𝑡 − 𝑡̂1) − 𝐻(𝑡 − 𝑡̂2),   𝜒2 = 𝐻(𝑡 − 𝑡̂3) − 𝐻(𝑡 − 𝑡̂4) 

𝐻(𝑡 که در آن − 𝑡̂𝑖), 𝑖 =  .شودمی زیر تعریف صورتبهاست و   6نماد تابع هیویساید 1,2,3,4

                                                           
2 Heaviside function 



 244 صلب نوسان کننده یهاتحت عبور متناوب جسم یلیستطم یهاورق یکینامید یداریناپا زیآنال
 

 3/ شماره 2/ دوره 0410مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

(6) 𝐻(𝑡 − 𝑡̂𝑖) = {
0     𝑡 < 𝑡𝑖

1     𝑡 ≥ 𝑡𝑖
     𝑖 = 1,2,3,4 

𝑡̂1  و𝑡̂3 ی ورود چرخ جلو و عقب بر روی ورق و به ترتیب لحظه𝑡̂2  و𝑡̂4 و عقب از روی ی خرو  چرخ جلو به ترتیب لحظه

δ ورق هستند.
0

δ صورتبهاست که  𝑀2در فنر سیست  تعلیق تحت اثر نیروی وزن جرم  رادشدهیاتغییر شکل استاتیکی  
0

=

𝑀2𝑔 2𝑘⁄ شود. محاسبه می𝑤1   و𝑤̇1  به ترتیب موقعیت قائ  و سرعت قائ  جرم𝑀1  چرخ جلو و𝑤2   و𝑤̇2  ترتیب موقعیت نیز به

,𝑤(𝑥مودهای فرضی، جابرایی عرضی ورق  درروشدهند. چرخ عقب را نشان می 𝑀1 قائ  و سرعت قائ  جرم 𝑦, 𝑡) زیر  صورتبه

 .شودگرفته می نظر در

(0) 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝜑𝑘(𝑥, 𝑦)𝐴𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

𝜑 تعداد شکل مودهای در نظر گرفته شده، 𝑛 که در آن
𝑘

(𝑥, 𝑡) k امین تابع شکل مود و 𝐴𝑘(𝑡)  متناظر برای  ریتأثضریب

,𝑤(𝑥برای جابرایی عرضی ورق  0ی شود. با توجه به راب هام است که مرتص مودال نامیده می kتابع شکل  𝑦, 𝑡) جابرایی و ،

 هستند. انیبقابلزیر  صورتبهچرخ جلو و عقب   𝑀1سرعت قائ  جرم 

(5) 

𝑤𝑗(𝑡) = 𝑤𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑡) = ∑ 𝜑𝑘(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝐴𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

𝑤̇𝑗(𝑡) = 𝑤̇𝑗(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 , 𝑡) = ∑(𝜑𝑘,𝑥(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝑥̇1 + 𝜑𝑘,𝑦(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝑦̇1)𝐴𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

+ ∑ 𝜑𝑘(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)𝐴̇𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

𝑗 که در آن = زیر  صورتبهی نیروی غیرکنسرواتیو میرایی هر دو دمپر لهیوسبهانرام شده  .δ𝑤𝑛.𝑐 است. کار مرازی 1,2

 شود.محاسبه می

(2) 𝛿𝑤𝑛.𝑐. = 𝑐(𝑤̇𝐴 − 𝜒2𝑤̇2)(−𝛿𝑤𝐴 + 𝜒2𝛿𝑤2) + 𝑐(𝑤̇𝐵 − 𝜒1𝑤̇1)(−𝛿𝑤𝐵 + 𝜒1𝛿𝑤1)  

 اند وجابرایی قائ  دو انتهای جس  صلب هستند که به سیست  تعلیق چرخ عقب و جلو متصل شده 𝑤𝐵و  𝑤𝐴که درآن 

 شوند.ی چرخش جس  صلب مرتبط میزیر به جابرایی قائ  مرکز جرم و زاویه صورتبه

(7) 
𝑤𝐴 = 𝑤𝑀2

−
𝐿0

2
sin(𝜃) 

𝑤𝐵 = 𝑤𝑀2
+

𝐿0

2
sin(𝜃) 

جابرایی مرازی دو انتهای دمپر چرخ عقب را نشان  𝛿𝑤𝐴و  𝛿𝑤2جابرایی مرازی دو انتهای دمپر چرخ جلو و  𝛿𝑤𝐵و  𝛿𝑤1و 

 شوند.زیر حاصل می صورتبهی غیرکنسرواتیو یافته، نیروهای تعمی 2در عبارت کار مرازی  7و  5دهند. از جایگذاری روابط می

(8) 

𝑄𝑛.𝑐.𝐴𝑖
= 𝜒1𝑐𝜑𝑖(𝑥1, 𝑦1) [𝑤̇𝑀2

+
𝐿0

2
𝜃̇ cos(𝜃) − (∑ 𝜑𝑘,𝑥(𝑥1, 𝑦1)

𝑛

𝑘=1

𝑥̇1 + 𝜑𝑘,𝑦(𝑥1, 𝑦1)𝑦̇1) 𝐴𝑘(𝑡) 

                                            − ∑ 𝜑𝑘(𝑥1, 𝑦1)

𝑛

𝑘=1

𝐴̇𝑘(𝑡)] 

               +𝜒2𝑐𝜑𝑖(𝑥2, 𝑦2) [𝑤̇𝑀2
+

𝐿0

2
𝜃̇ cos(𝜃) − (∑ 𝜑𝑘,𝑥(𝑥2, 𝑦2)

𝑛

𝑘=1

𝑥̇1 + 𝜑𝑘,𝑦(𝑥2, 𝑦2)𝑦̇2) 𝐴𝑘(𝑡) 

                                            − ∑ 𝜑𝑘(𝑥2, 𝑦2)

𝑛

𝑘=1

𝐴̇𝑘(𝑡)] 
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𝑄𝑛.𝑐.𝑤𝑀2
= 𝑐 [−2𝑤̇𝑀2

+ 𝜒1 (∑ 𝜑𝑘,𝑥(𝑥1, 𝑦1)

𝑛

𝑘=1

𝑥̇1 + 𝜑𝑘,𝑦(𝑥1, 𝑦1)𝑦̇1) 𝐴𝑘(𝑡) + ∑ 𝜑𝑘(𝑥1, 𝑦1)𝐴̇𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

                                         +𝜒2 (∑ 𝜑𝑘,𝑥(𝑥2, 𝑦2)

𝑛

𝑘=1

𝑥̇2 + 𝜑𝑘,𝑦(𝑥2, 𝑦2)𝑦̇2) 𝐴𝑘(𝑡) + ∑ 𝜑𝑘(𝑥2, 𝑦2)𝐴̇𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

] 

𝑄𝑛.𝑐.𝜃 =
𝑐𝐿0

2
[−𝐿0𝜃̇ + 𝜒1 (∑ 𝜑𝑘,𝑥(𝑥1, 𝑦1)

𝑛

𝑘=1

𝑥̇1 + 𝜑𝑘,𝑦(𝑥1, 𝑦1)𝑦̇1) 𝐴𝑘(𝑡) + ∑ 𝜑𝑘(𝑥1, 𝑦1)𝐴̇𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

 

                                      −𝜒2 (∑ 𝜑𝑘,𝑥(𝑥2, 𝑦2)

𝑛

𝑘=1

𝑥̇2 + 𝜑𝑘,𝑦(𝑥2, 𝑦2)𝑦̇2) 𝐴𝑘(𝑡) + ∑ 𝜑𝑘(𝑥2, 𝑦2)𝐴̇𝑘(𝑡)

𝑛

𝑘=1

] 

𝐿) و تشکیل عبارت لاگرانژین سیست  6در عبارت انرژی جنبشی و پتانسیل  5با جایگذاری روابط  = 𝐾𝐸 − 𝑃𝐸)  و سپس

 داری : در معادلات لاگرانژ 8ی یافتهجایگذاری عبارت لاگرانژین حاصل و نیروی تعمی 

(9) 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝐴̇𝑗

) −
𝜕𝐿

𝜕𝐴𝑗

= 𝑄𝑛.𝑐.𝐴𝑗,   𝑗 = 1, … , 𝑛 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑤̇𝑀2

) −
𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑀2

= 𝑄𝑛.𝑐.𝑤𝑀2 , 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝜃̇
) −

𝜕𝐿

𝜕𝜃
= 𝑄𝑛.𝑐.𝜃 

𝑤𝑀2، معادلات حاک  بر مرتصات مودال و مرتص 𝜃ی ن زاویهو با فرض کوچک بود
 .آیندمی به دستزیر  صورتبه 𝜃و  

(04) [
𝑇̅(𝑡) 0 0

0 𝑀2 0

0 0  𝐼̅

] [ 
𝐴̈

𝑤̈𝑀2

𝜃̈

] + [

𝑌1(𝑡) 𝑌2(𝑡) 𝑌3(𝑡)

𝑌2
𝑇(𝑡) 2𝑐 0

𝑌3
𝑇(𝑡) 0 𝑐𝐿0

2 2⁄

] [
𝐴̇

𝑤̇𝑀2

𝜃̇

] + [

Λ1(𝑡) 𝛬2(𝑡) 𝛬3(𝑡)
𝐾21 2𝑘 0

𝐾31 0 𝑘𝐿0 2⁄
] [

𝐴
𝑤𝑀2

𝜃

] = [
𝑓(̅𝑡)

0
0

] 

𝐴 که در آن = [𝐴1(𝑡), 𝐴2(𝑡), … , 𝐴𝑛(𝑡)] زیر  صورتبههای ضرایب ماتریسی بردار حاوی مرتصات مودال است و درایه

 .شوندمشرص می

(00) 

𝑇̅𝑗𝑘 = 𝜌ℎ ∬ 𝜑𝑗(𝑥, 𝑦)𝜑𝑘(𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 + 𝑀1 (𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘(𝑥1, 𝑦1) + 𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘(𝑥2, 𝑦2))

 

𝐴

 

𝑌1𝑗𝑘 = 2𝑀1 [𝜒1 (𝑥̇1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘,𝑥(𝑥1, 𝑦1) + 𝑦̇1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘,𝑦(𝑥1, 𝑦1)) 

                    +𝜒2 (𝑥̇2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘,𝑥(𝑥2, 𝑦2) + 𝑦̇2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘,𝑦(𝑥2, 𝑦2))] 

                  +𝑐[𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘(𝑥1, 𝑦1)+𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘(𝑥2, 𝑦2)] 

𝑌2𝑗 = −𝑐 (𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1) + +𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)) 

𝑌3𝑗 =
𝑐𝐿0

2
(−𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1) + +𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)) 

Λ1𝑖𝑗 = 𝐷 ∬(𝜑𝑗,𝑥𝑥(𝜑𝑘,𝑥𝑥 + 𝜈𝜑𝑘,𝑦𝑦) + 𝜑𝑗,𝑦𝑦(𝜑𝑘,𝑦𝑦 + 𝜈𝜑𝑘,𝑥𝑥) + (1 − 𝜈)𝜑𝑗,𝑥𝑦𝜑𝑘,𝑥𝑦)

 

𝐴

𝑑𝐴 

+𝑀1 [𝜒1 (𝑥̇1
2𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘,𝑥𝑥(𝑥1, 𝑦1) + 2𝑥̇1𝑦̇1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘,𝑥𝑦(𝑥1, 𝑦1) + 𝑦̇1

2𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘,𝑦𝑦(𝑥1, 𝑦1)) 

 +𝜒2 (𝑥̇2
2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘,𝑥𝑥(𝑥2, 𝑦2) + 2𝑥̇2𝑦̇2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘,𝑥𝑦(𝑥2, 𝑦2) + 𝑦̇2

2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘,𝑦𝑦(𝑥2, 𝑦2))] 

+𝑐 [𝜒1 (𝑥̇1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘,𝑥(𝑥1, 𝑦1) + 𝑦̇1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘,𝑦(𝑥1, 𝑦1)) 
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+𝜒2 (𝑥̇2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘,𝑥(𝑥2, 𝑦2) + 𝑦̇2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘,𝑦(𝑥2, 𝑦2))] 

+𝑘[𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1)𝜑𝑘(𝑥1, 𝑦1) + 𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)𝜑𝑘(𝑥2, 𝑦2)] 

Λ2𝑗 = −𝑘 (𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1) + 𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)) 

Λ3𝑗 =
𝑘𝐿0

2
(−𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1) + 𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)) 

𝐾21 = Λ2
𝑇(𝑡) − 𝑐 [𝜒1 (𝑥̇1Φ,𝑥

𝑇 (𝑥1, 𝑦1) + 𝑦̇1Φ,𝑦
𝑇 (𝑥1, 𝑦1)) + 𝜒2 (𝑥̇2𝛷,𝑥

𝑇(𝑥2, 𝑦2) + 𝑦̇2𝛷,𝑦
𝑇(𝑥2, 𝑦2))] 

𝐾31 = Λ3
𝑇(𝑡) −

𝑐𝐿0

2
[−𝜒1 (𝑥̇1Φ,𝑥

𝑇 (𝑥1, 𝑦1) + 𝑦̇1Φ,𝑦
𝑇 (𝑥1, 𝑦1)) + 𝜒2 (𝑥̇2Φ,𝑥

𝑇 (𝑥2, 𝑦2) + 𝑦̇2Φ,𝑦
𝑇 (𝑥2, 𝑦2))] 

𝑓𝑖 = (𝑀1 +
𝑀2

2
) 𝑔 (𝜒1𝜑𝑗(𝑥1, 𝑦1) + 𝜒2𝜑𝑗(𝑥2, 𝑦2)) 

𝑗 در آن که = 1, … , 𝑛   و𝑘 = 1, … , 𝑛 و 𝑛 داری : تعداد مرتصات مودال در نظر گرفته شده است و 

(06) 
Φ,𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) = [𝜑1,𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), … , 𝜑𝑛,𝑥(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)]

𝑇
 

Φ,𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) = [𝜑1,𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), … , 𝜑𝑛,𝑦(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)]
𝑇
 

𝑖 که در آن =  داری : گاه سادهاست. با درنظرگرفتن اولین شکل مود نرمال ورق با تکیه 1,2

(06) 𝜑(𝑥, 𝑦) =
2

√𝑎𝑏
sin (

𝜋𝑥

𝑎
) sin (

𝜋𝑦

𝑏
),   ∬ 𝜑(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆 = 1

 

𝐴𝑟𝑒𝑎

 

𝑥1(𝑡) جس  صلب نوسان کننده از روی خط میانی و موازی با امتداد طولی ورق 𝑉 با سرعت ثابتو حرکت  = 𝜒1(𝑉𝑡)  ،

𝑦1(𝑡) = 𝜒1(𝑏 2⁄ )  ،𝑥2(𝑡) = 𝜒1(𝑉𝑡 − 𝐿0 2⁄ 𝑦2(𝑡)و  ( = 𝜒2(𝑏 2⁄ ی کنندهگرفتن ورود یک جس  صلب نوسان نظر و در (

ی سه درجه ، معادله00و  04در روابط  06متحرک بر روی ورق بلافاصله پس از خرو  جس  صلب قبلی، از جایگذاری شکل مود 

 .شوداصل میزیر ح صورتبهکند، جرم متحرک را توصیف می –آزادی که حرکت سیست  پیوسته ورق 

(00) 𝑚(𝑡)𝜂̈ + 𝑐(𝑡)𝜂̇ + 𝑘(𝑡)𝜂 = 𝑓(𝑡) 

ηکه در آن  = [𝐴1, 𝑤𝑀2
, 𝜃]

𝑇
ی تناوب متناوب با زمان و با دوره  𝑓(𝑡)و بردار  𝑘(𝑡)و 𝑚(𝑡) ،𝑐(𝑡)است و ضرایب ماتریس  

𝑇𝑝 = (𝑎 + 𝐿0) 𝑉⁄  0ی در بازه هاآنهای درایههستند و ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝑝  باشند( می05راب ه ) صورتبه. 

(05) 

𝑚(𝑡) = [
1 + 2𝑟𝛼𝑄1(𝑡) 0 0

0 1 0
0 0 1

],  

 𝑐(𝑡) = [

𝑐11 𝑐12 𝑐13

𝑐21 2𝜉Ω 0
𝑐31 0 6𝜉Ω

], 

 𝑘(𝑡) = [

𝑘11 𝑘12 𝑘13

𝑘21 Ω2 0

𝑘31 0 3Ω2

],      

 𝑓(𝑡) = [
𝛼𝑔√𝑎𝑏𝑄3(𝑡)

0
0

] 

𝑡ی و برای بازه > 𝑇𝑝 شوندحاصل می( 02)ی راب ه صورتبه. 

(02) 𝑚(𝑡) = 𝑚(𝑡 − 𝑇𝑝),        𝑐(𝑡) = 𝑐(𝑡 − 𝑇𝑝),        𝑘(𝑡) = 𝑘(𝑡 − 𝑇𝑝), 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑇𝑝) 

 .شوندیر بیان میز صورتهبها سهای ماتری( پارامترهای استفاده شده برای تعریف درایه05ی )که در راب ه

(07) 𝑐11 = 2𝑟𝛼𝜔̅1𝑄2(𝑡) + 4(1 − 𝑟)𝛼𝜉Ω𝑄1(𝑡),   
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𝑐12 = −2√𝑎𝑏(1 − 𝑟)𝛼𝜉Ω𝑄3(𝑡),  

𝑐13 = √𝑎𝑏(1 − 𝑟)𝛼𝜉Ω𝐿0𝑄4(𝑡),  

𝑐21 = −
2

√𝑎𝑏
 𝜉Ω𝑄3(𝑡),   

𝑐31 = −
2

√𝑎𝑏
 𝜉Ω𝑄4(𝑡) 

𝑘11 = 𝜔1
2 + 2𝛼((1 − 𝑟)Ω2 − 𝑟𝜔̅1

2)𝑄1(𝑡) + 2𝛼(1 − 𝑟)𝜉Ω𝜔̅1𝑄2(𝑡) 

𝑘12 = −𝛼(1 − 𝑟)Ω2√𝑎𝑏𝑄3(𝑡),  

𝑘13 =
𝐿0√𝑎𝑏

2
𝛼(1 − 𝑟)Ω2𝑄4(𝑡) 

𝑘21 = −
1

√𝑎𝑏
(Ω2𝑄3(𝑡) + 2𝜉Ω𝜔̅1𝑄5(𝑡)),  

𝑘31 =
6Ω

𝐿0√𝑎𝑏
(Ω𝑄4(𝑡) + 2𝜉𝜔̅1𝑄6(𝑡)) 

𝑄1(𝑡) = 𝜒1 sin2(𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 𝑠𝑖𝑛2(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅), 

𝑄2(𝑡) = 𝜒1 sin(2𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 sin(2(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅)), 

𝑄3(𝑡) = 𝜒1 sin(𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 sin(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅), 

𝑄4(𝑡) = 𝜒2 sin(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅) − 𝜒1 sin2(𝜔̅1𝑡), 

𝑄5(𝑡) = 𝜒1 cos(𝜔̅1𝑡) + 𝜒2 cos(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅), 

𝑄6(𝑡) = 𝜒2 cos(𝜔̅1𝑡 − 𝐿̅) − 𝜒1 cos(𝜔̅1𝑡) 

 شوند.زیر تعریف می صورتهب( 07( و )05روابط )و سایر پارامترهای استفاده شده در 

(08)  𝛼 =
2𝑀1 + 𝑀2

𝜌ℎ𝑎𝑏
,   𝛾 =

𝜋𝑉

𝑎𝜔1

,   𝜔̅1 = 𝛾𝜔1,   𝑟 =
2𝑀1

2𝑀1 + 𝑀2

,   Ω = √
2𝑘

𝑀2

,   𝜉 =
2𝑐

2Ω𝑀2

,   𝐿̅ =
𝜋𝐿0

𝑎
 

 است. محاسبهقابلزیر  صورتبهه ساده است که گااولین فرکانس ارتعاشات آزاد ورق با تکیه 𝜔1که در آن 

(09) 
𝜔1 = √

𝜋4𝐷

𝜌ℎ
(

1

𝑎2
+

1

𝑏2
) 

 ای متحرکجسم نقطه -معادلات دیفرانسیل حاکم بر دینامیک سیستم ورق -4

ژی جنبشی و ی حاک  بر دینامیک مسئله، ابتدا عبارت انراستفاده از روش مودهای فرضی برای استررا  معادله منظوربه

 شود.نوشته می 64راب ه  صورتبهای متحرک جرم نق ه –پتانسیل سیست  ورق 

(64) 
𝐾𝐸 =

1

2
∬ 𝜌ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑥𝑑𝑦

 

𝐴

+
1

2
𝑀(𝑥̇𝑀

2 + 𝑦̇𝑀
2 + 𝑤̇𝑀

2 ), 

𝑃𝐸 =
𝐷

2
∬ [(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

− 2(1 − 𝜈)

 

𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
− (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

] 𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝑀𝑔𝑤𝑀 

,𝑤(𝑥با در نظر گرفتن جابرایی عرضی ورق  𝑦, 𝑡) و با توجه به صفر بودن کار نیروی غیرکنسرواتیو و  0ی راب ه صورتبه

ی در معادله 64ین حاصل از عبارات انرژی جنبشی و پتانسیل ، با جایگذاری عبارت لاگرانژافتهی یتعمعدم وجود نیروهای  رهیدرنت
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 لاگرانژ داری :

(60) 𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝐴̇𝑗

) −
𝜕𝐿

𝜕𝐴𝑗

= 0,   𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

ای متحرک از روی خط میانی و موازی جرم نق ه کهیوقتگاه ساده، برای درنظرگرفتن اولین شکل مود نرمال ورق با تکیهبا و 

𝑥𝑀(𝑡)) کندعبور می 𝑉 امتداد طولی ورق با سرعت ثابتبا  = 𝑉𝑡, 𝑦𝑀(𝑡) = 𝑏 2⁄ و بلافاصله پس از خرو  جس  متحرک از  ( 

ی سیست  شود، پس از انرام عملیات ریاضی لازم، معادلهروی ورق، جس  متحرک دیگری با همان مشرصات بر روی ورق وارد می

 .[08]شود زیر حاصل می صورتبهکند، جرم متحرک را توصیف می –پیوسته ورق  یک درجه آزادی که حرکت سیست 

(66) 𝑚(𝑡)𝜂̈ + 𝑐(𝑡)𝜂̇ + 𝑘(𝑡)𝜂 = 𝑓(𝑡) 

𝜂که در آن  = 𝐴1(𝑡)  ضرایب و𝑚(𝑡) ،𝑐(𝑡) و𝑘(𝑡)  و تابع𝑓(𝑡)  ی تناوب متناوب با زمان و با دوره𝑇𝑝 = 𝑎 𝑉⁄  هستند و در

0ی بازه ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝑝  باشند.( می66) صورتبه 

(66) 

𝑚(𝑡) = 1 + 4𝛼 sin2(𝜔̅1𝑡),   

𝑐(𝑡) = 4𝛼𝜔̅1 sin(2𝜔̅̅ ̅̅
1𝑡), 

𝑘(𝑡) = 𝜔1
2 − 4𝛼𝜔̅1 𝑠𝑖𝑛2(𝜔̅1𝑡), 

𝑓(𝑡) = 2𝛼𝑔√𝑎𝑏 sin(𝜔̅1𝑡) 

𝑡ی و برای بازه > 𝑇𝑝 زیر تعریف  صورتبه 66ی در راب ه شدهاستفادهپارامترهای شوند. ل میحاص( 02)ی راب ه صورتبه

 .شوندمی

(60) 𝛼 =
𝑀

𝜌ℎ𝑎𝑏
,   𝛾 =

𝜋𝑉

𝑎𝜔1

,   𝜔̅1 = 𝛾𝜔1 

 است. محاسبهقابل( 09ی )گاه ساده است که از راب هفرکانس اول ارتعاشات آزاد ورق با تکیه  𝜔1 که در آن

 ر آنالیز پایداریتئوری فلاکه د -3

جس   –، از معادلات حاک  بر دینامیک سیست  ورق 6و  6برای دو مدل در نظر گرفته شده برای جس  متحرک در شکل 

خ ی با ضرایب متناوب است که این معادلات  بازمانشود که سیست  مذکور یک سیست  متغیر ، ملاحظه می60و  00متحرک در 

 نوشته شوند. توانند به شکل فضای حالت زیرمی

(65) 𝑞̇ = 𝑅(𝑡)𝑞 + 𝑃(𝑡) 

𝑅(𝑡 + 𝑇𝑝) = 𝑅(𝑡), 𝑃(𝑡 + 𝑇𝑝) = 𝑃(𝑡) 

. بر [66]کند های خ ی همگن با ضرایب متناوب را فراه  میتئوری فلاکه، روشی است که امکان آنالیز پایداری سیست 

 و در نظر گرفتن این معادله به فرم 65حالت  –ی فضا در معادله 𝑃(𝑡)اساس این روش، با کنار گذاشتن برش 

(62) 𝑞̇ = 𝑅(𝑡)𝑞 

𝑅(𝑡 + 𝑇𝑝) = 𝑅(𝑡) 

های هابعاد و داری کهنیاشود. با توجه به جرم متحرک فراه  می –ی پایداری پارامتریک سیست  ورقامکان م العه

سازی و مقادیر پارامترهای مدل بستگی دارد، این انتظار وجود دارد که با استفاده از روش تئوری ی مدلبه شیوه 𝑅(𝑡) ماتریس

 جس  متحرک -سازی و پارامترهای مدل را بر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیست  ورقی مدلفلاکه بتوان اثر شیوه

 بررسی کرد.

 62ی های معادلات دیفرانسیل معمولی و خ ی با ضرایب متناوب به فرم معادلهفلاکه پایداری تمام حل در روش تئوری



 بزرگ یمهران قمش 240

 

 3/ شماره 2/ دوره 0410مکانیک مواد پیشرفته و هوشمند/ سال 

 

𝑞0ی برای شرایط اولیه 62ی شوند. برای تبیین این تئوری، حل معادلهمشرص می = 𝑞(0)  زیر در نظر  صورتبهدر حالت کلی

 شود.گرفته می

(67) 𝑞(𝑡) = 𝜙0(𝑡)𝑞0 

اند. با تشکیل شده 62ی همگن های مستقل خ ی معادلههای آن از حلیک ماتریس پایه است که ستون 𝜙0(𝑡)قع در وا

 به صورت زیر 𝐶تعریف ماتریس 

(68) 𝐶 = 𝜙0(𝑇𝑝) 

 68ی راب ه توان ازی تناوب، میی زمانی یک دورهدر بازه 62ی گیری عددی از راب هتوان ملاحظه کرد که با انتگرالمی

ی واحد به در داخل یک دایره 𝐶ی ماتریس کند که اگر تمامی مقادیر ویژهآورد. تئوری فلاکه بیان می به دسترا  𝐶 ماتریس

ه ی مذکور قرارگرفتی مرتلط باشند، سیست  پایدار است و اگر حداقل یکی از مقادیر ویژه در خار  از دایرهدر صفحه (0,0)مرکز 

 اپایدار خواهد بود.باشد، سیست  ن

 نتایج آنالیز پایداری -5

گیگا پاسکال،  644متر، مدول یانگ  40/4متر، ضرامت  0، عرض متر 5 در این برش یک ورق مست یلی فولادی به طول

های متحرک در نظر گرفته شده ی جس درپیپکیلوگرم بر مترمکعب تحت عبور  7854و جرم واحد حر   6/4ضریب پواسون 

که فرض شده بلافاصله پس از خرو  یک جس  متحرک از روی ورق، جس  متحرک دیگری با همان مشرصات  بیرتتنیابهاست 

 شود.جس  قبلی بر روی ورق وارد می

ی اجس  متحرک برای دو مدل جرم نق ه -با استفاده از روش تئوری فلاکه، نتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیست  ورق

 دبعیبی پارامترهای ی متحرک از طریق مشرص کردن نواحی پایدار و ناپایدار در صفحهدهمتحرک و جس  صلب نوسان کنن
(𝛼, 𝛾) های مدل بر روی نتایج آنالیز پایداری مورد م العه قرارگرفته سازی جس  متحرک و پارامتری مدلو اثر شیوه شدهارائه

 است.

شده است که به ازای مقادیر منترب از پارامترهای مسئله، ماتریس افزار متلب نوشته ای در محیط نرمبر این اساس، برنامه

ین ، مرز بشدهحاصلی کند. سپس با استفاده از مقادیر ویژهی این ماتریس را محاسبه میرا تشکیل داده و مقادیر ویژه 𝐶ی پایه

‖𝜆𝐶‖)نواحی پایدار و ناپایدار توسط کانتور  = ی این برنامه، نواحی پایدار و ناپایدار در بازه شود. با اجرایتشریص داده می (1

0 < 𝛼 ≤ 0و   3 < 𝛾 ≤ ,𝛼)ی پارامترهایاز صفحه 3 𝛾)   اند.تعیین شده 

ی متحرک بر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی، در این کنندهی اثر مقادیر پارامترهای جس  صلب نوسانبه منظور م العه

با ثابت در نظر  هر باربر روی نتایج آنالیز بررسی شده است. نتایج در چهار مرحله،  𝐿0و  𝜉 ،Ω ،𝑟برش اثر مقادیر پارامترهای 

𝛾ی ، در صفحههاآنو تغییر یکی از  𝐿0و  𝜉 ،Ω ،𝑟گرفتن سه پارامتر از پارامترهای  − 𝛼 اند. اثر تغییر مقادیر پارامترهای ارائه شده

𝜉 ،Ω ،𝑟  و𝐿0  است.نشان داده شده  7و  2، 5، 0یداری به ترتیب در شکل ی پابر روی نقشه 

𝛾ی ی ناپایدار در صفحهسبب افزایش ناحیه تنهانه Ωو  𝜉 دهند که افزایش مقدارنشان می 5و شکل  0شکل  − 𝛼 شود، می

ک شود که با افزایش هر یشود. همچنین ملاحظه میی ناپایدار در این صفحه میابلکه افزایش کافی این مقادیر سبب ظهور زبانه

ی متحرک به منحنی مرز پایداری ، منحنی مرز پایداری دینامیکی ورق تحت اثر جس  صلب نوسان کنندهΩیا  𝜉از مقادیر 

𝑇𝑝ی تناوب عبور از روی ورق ی صلب و با دورهای متحرک متصل با یک میلهنق ه دینامیکی ورق تحت اثر دو جرم =

(𝑎 + 𝐿0) 𝑉⁄ ی افزایش بسیار مقادیررهیدرنتکند. این نتیره مبین این واقعیت فیزیکی است که یل میم 𝜉  یاΩ اتصال دو جرم ،

𝑀1 و 𝑀2  ی ای متحرک متصل با یک میلهنق ه به اتصال صلب نزدیک شده و جس  متحرک نوسان کننده به دو جرم 6در شکل

 شود.صلب تبدیل می
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ی پایداری ورق تحت اثر جسم نقشهبر روی  𝛏تر اثر پارام 4 شکل

 ی متحرک.کنندهصلب نوسان
(𝒓 = 𝟎. 𝟎𝟒, 𝛀 = 𝟏𝟎, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎) 

ی پایداری ورق تحت اثر جسم بر روی نقشه 𝛀اثر پارامتر  3 شکل

 ی متحرک.کنندهصلب نوسان

(𝒓 = 𝟎. 𝟎𝟒, 𝛏 = 𝟏, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎) 

 ی پایداری بررسی شده است. بر روی نقشه 𝑟 ، اثر تغییر نسبت جرم2 در شکل

 
 ی متحرک.کنندهی پایداری ورق تحت اثر جسم صلب نوسانبر روی نقشه  𝒓اثر پارامتر  5 شکل

(𝛀 = 𝟏𝟎, 𝛏 = 𝟏, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎) 

رای و ب فتهایشیافزای ناپایدار دهند که با افزایش نسبت جرم هر دو چرخ به جرم کل جس  متحرک، ناحیهنتایج نشان می

𝑟 مقادیر = 𝑟و   0.4 = 𝑟و  0.6 = 𝛾ی ی ناپایدار در صفحهی ناپایدار نیز به س   ناحیهزبانه 1 − 𝛼 شود. منحنی افزوده می

𝑟 =  𝑀2جرم شاسی  گریدعبارتبهشود و یا مبین حالتی است که مرموع جرم دو چرخ با جرم کل جس  متحرک برابر می 1

𝑟ی منحنی شود. مقایسهاز ه  تبدیل می 𝐿0ی ای به فاصلهی متحرک به دو جرم نق هکنندهصفر شده و جس  صلب نوسان  =

𝐿0ی ای متحرک به فاصلهبا منحنی مرز پایداری مربوط به ورق تحت اثر دو جرم نق ه 1 = 1𝑚 ی تناوب عبور از روی و با دوره

𝑇𝑝ورق  = (𝑎 + 𝐿0) 𝑉⁄  بره  من بق هستند. کاملاًمنحنی  دهد که این دونشان می 

 ی پایداری بررسی شده است. بر روی نقشه 𝐿0اثر تغییر طول جس  صلب متحرک  7در شکل  
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 ی متحرک.کنندهپایداری ورق تحت اثر جسم صلب نوسان ینقشهبر روی  𝑳𝟎اثر پارامتر  2 شکل

(𝒓 = 𝟎. 𝟐, 𝛏 = 𝟏, 𝛀 = 𝟏𝟎) 

ی ناپایدار سبب افزایش ناحیه 𝜉 ،Ω ،𝑟دهند که افزایش هر یک از پارامترهای که نشان می 2و  5، 0بر خلاف نتایج شکل 

ار ی ناپایدسبب تقویت پایداری دینامیکی سیست  و کاهش ناحیه 𝐿0دهد که افزایش طول جس  صلب نشان می 7شود، شکل می

 شود. می

رک، در جس  متح -ر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیست  ورقسازی جس  متحرک بی مدلبررسی اثر شیوه منظوربه

ی بین نتایج آنالیز پایداری دینامیکی حاصل از در نظر گرفتن این دو مدل نشان داده شده است. برای مدل جس  مقایسه 8شکل 

𝑟 صلب نوسان کننده مقادیر = 0.04, Ω = 20, 𝜉 = 1, 𝐿0 = 1𝑚 در نظر گرفته شده است . 

 

ی هکنندای متحرک )خط ممتد( و جسم صلب نوسانی بین نتایج آنالیز پایداری دینامیکی حاصل از دو مدل جرم نقطهمقایسه 2 کلش

𝒓)یمتحرک با مشخصه = 𝟎. 𝟎𝟒, 𝛀 = 𝟐𝟎, 𝝃 = 𝟏, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎) چین()خط 

ی ی شیوهبین اثر قابل ملاحظهتفاوت بین منحنی مرز بین نواحی پایدار به دست آمده از هر دو مدل جس  متحرک، م

جس  متحرک و اهمیت انتراب مدل مناسب  –سازی جس  متحرک بر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیست  ورق مدل

 ن نتایج صحی  در آنالیز پایداری است.آورد به دستبرای جس  متحرک برای 
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 صحت سنجی -2

سازی پاسخ دینامیکی و از طریق شبیه 00ی معادله یریکارگبهبا  0شکل نمونه، نتایج  عنوانبهبررسی صحت نتایج،  منظوربه

اثر میرایی سیست  تعلیق بر روی شرایط پایداری سیست  مورد بررسی قرار  0ی میانی ورق بررسی شده است. در شکل نق ه

ک به ازای هر یک از مقادیر جس  صلب نوسان کننده متحر –دهد که سیست  ورق نشان می 0، شکل مثالعنوانبهگرفته است. 

𝜉نسبت میرایی سیست  تعلیق  = 𝛼ی منترب )های صلب با مشرصهتحت عبور متوالی جس  0.25,1,5 = 1.5, 𝛾 = ( دارای 1.5

𝜉ی جس  متحرک، نسبت میرایی سیست  تعلیق یکی از مقادیر اگر به ازای همین مشرصه کهیدرحالارتعاشات پایدار است  =

𝜉و یا  10,20 → اسخ سازی پاین نتیره، شبیه دییتأ، سیست  ناپایدار بوده و دچار ارتعاشات فزاینده خواهد شد. جهت باشد ∞

𝛼ی )ی میانی ورق برای مشرصهدینامیکی نق ه = 1.5, 𝛾 = 𝜉( جس  متحرک، به ازای مقادیر نسبت میرایی 1.5 = 0.25 ،𝜉 =

1 ،𝜉 = 5 ،𝜉 = 10 ،𝜉 = 𝜉و  20 → ر( و -9د(، )-9 (، )-9ب(، )-9الف(، )-9های )شکلانرام شده و نتایج به ترتیب در  ∞

  اند.ز( ارائه شده-9)

  
 )ب( )الف(

  

 )د( )ج(
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 )ز( )ر(

𝒓) میانی ورق ینق هسازی پاسخ دینامیکی شبیه 0 شکل = 𝟎. 𝟎𝟒, 𝛀 = 𝟏𝟎, 𝑳𝟎 = 𝟏𝒎, 𝜶 = 𝟏. 𝟓, 𝜸 = 𝟏. 𝟓)  

𝛏الف(  = 𝟎. 𝛏 ، ب( 𝟐𝟓 = 𝛏، ج(  𝟏 = 𝛏 (، د 𝟓 = 𝛏 ، ر( 𝟏𝟎 = 𝛏 ، ز( 𝟐𝟎 → ∞  

𝜉شود پاسخ برای مقادیر ملاحظه می 9که در شکل  گونههمان = 𝜉 ی مرموعه مقادیردار و برامحدود و پای 0.25,1,5 =

𝜉و  10,20 →  گیرد. قرار می دییتأمورد  0در شکل  آمدهدستبهنتایج  بیترتنیابهپاسخ فزاینده و ناپایدار است و  ∞

𝜉دهد که با افزایش نسبت میرایی، به ازای مقادیر نشان می 0همچنین شکل  = 10 ،𝜉 = 𝜉و  20 → ی ناپایدار یک زبانه ∞

های      ی ناپایدار، برای مشرصهگیری زبانهشکل دییتأ منظوربهشود. بر این اساس ی پارامترها ظاهر میدر صفحه
(𝛼 = 2.2, 𝛾 = 0.55) ،(𝛼 = 1.1, 𝛾 = 𝛼)و  (0.65 = 2.3, 𝛾 =  به ی ناپایدار مربوطدر زبانه 0که به ترتیب در شکل  (0.47

 𝜉 = 10 ،𝜉 = 𝜉و  20 → ارائه  04ی میانی ورق انرام شده و نتایج در شکل سازی پاسخ دینامیکی نق هواقع هستند، شبیه ∞

 اند.شده

  

 )ب( )الف(
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 )ج(

𝑟) میانی ورق ینقطهسازی پاسخ دینامیکی شبیه 01 شکل = 0.04, Ω = 10, 𝐿0 = 1𝑚) 

𝜉 الف(  = 10, 𝛼 = 2.2, 𝛾 = 𝜉 ، ب( 0.55 = 20, 𝛼 = 1.1, 𝛾 = 𝜉، ج(  0.65 → ∞, 𝛼 = 2.3, 𝛾 = 0.47 

 آمدهدستبهنتایج  بیترتنیابهدهد و ناپایداری ورق در نقاط منترب را نشان می 04شود شکل همانگونه که ملاحظه می

 قرار گرفته است. دییتأرد مو 0های ناپایدار در شکل برای وجود زبانه

 گیریبندی و نتیجهجمع -2

رک های متحدر این پژوهش، با استفاده از روش تئوری فلاکه پایداری یک ورق نازک مست یلی تحت اثر عبور متناوب جس 

علیق تیک جس  صلب با طول معین که از هر دو انتها از طریق یک سیست   صورتبهمورد بررسی قرار گرفته است. جس  متحرک 

سازی شده است. معادلات دیفرانسیل متغیر با زمان حاک  بر ارتعاشات سیست  با استفاده شود، مدلیکسان به چرخی متصل می

و نتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیست  از طریق تعیین مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار  اندآمدهدستبهاز روش مودهای فرضی 

اند. اثر سرتی و میرایی سیست  تعلیق، نسبت جرم هر دو چرخ به جرم کل جس  سیست  معرفی شده ی پارامترهایدر صفحه

ازی سی مدلبررسی اثر شیوه منظوربهمتحرک و طول جس  متحرک بر روی مرز بین نواحی پایدار و ناپایدار بررسی شده است. 

 ای متحرک و مدلز پایداری ورق حاصل از دو مدل جرم نق هجس  متحرک بر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی، نتایج آنالی

 ی جس  متحرک بر روی نتایج بررسی شده است.سازمدلی ی متحرک با ه  مقایسه شده و اثر شیوهجس  صلب نوسان کننده

 بندی کرد:توان جمعنتایج بدست آمده را به شرح زیر می

رایی سیست  تعلیق، نسبت جرم چرخ به جرم شاسی و طول جس  صلب ی پارامترهای سرتی و میملاحظهقابلنتایج اثر  -

 دهند.ی متحرک بر روی نتایج آنالیز پایداری دینامیکی را نشان مینوسان کننده

ی افزایش میرایی دمپر یا سرتی فنر سیست  تعلیق و افزایش نسبت جرم چرخ به جرم کل جس  متحرک سبب رشد ناحیه -

 شود.ری سیست  میناپایدار و تضعیف پایدا

افزایش کافی در هر یک از مقادیر میرایی دمپر، سرتی فنر سیست  تعلیق و یا نسبت جرم هر دو چرخ به جرم کل جس   -

 شود.ی ناپایدار میای ناپایدار و افزوده شدن آن به ناحیهمتحرک سبب ظهور زبانه

 شود.ی ناپایدار میینامیکی سیست  و کاهش ناحیهشود که افزایش طول جس  صلب سبب تقویت پایداری دملاحظه می -

ای جس  متحرک حاصل از هر دو مدل جرم نق ه –برای سیست  ورق آمدهدستبهی بین نتایج پایداری دینامیکی مقایسه -

ی بر روی املاحظهقابلسازی جس  متحرک اثر ی مدلدهد که شیوهی متحرک نشان میمتحرک و جس  صلب نوسان کننده

ج نادرست آمدن نتای به دستتایج آنالیز پایداری دینامیکی سیست  داشته و عدم انتراب مدل مناسب برای جس  متحرک سبب ن

 شود.در آنالیز پایداری می
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