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In this article bending analysis of composite Euler-Bernoulli micro-beam made of 

functionally graded materials resting on elastic foundation by strain gradient theory has 

been studied. The material properties of structure have been assumed by Reddy’s power law 

model such as the bottom layer and top layer being ceramic and metal material respectively. 

At first, by using the assumptions of elasticity strain gradient theory and calculating the total 

potential energy of system after determining the work of external distributed load by using 

the Hamilton's principal the equations of motion have been derived. Note that the work 

down by the Winkler elastic foundation is considered. Because the solutions of mentioned 

equations are not possible by analytical method, the equations have been solved by 

generalized differential quadrature method in simply supported boundary conditions. By 

comparing the answers of problem with other published references, we confident form the 

obtained results. At the end, effect of material length scale and power law index coefficient 

of functionally graded materials and stiffness of elastic foundation on deflection of micro-

beam has been studied. 

Extended Abstract 

 Modeling of problem and governing differential equations 

Suppose that, as shown in Fig. 1 micro-beam under distributed force q(x) resting on elastic foundation is located in simply 

supported boundary conditions. The main problem is determination of beam deflection based on Euler-Bernoulli assumptions 

and strain gradient theory. For this purpose the equations of motions have derived by variational method and Hamilton’s 

principal. At first the total energy of system is written as equation 1. 

 
Figure 1. micro-beam under distributed force 𝒒(𝒙) 
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(1) 𝑈 =
1

2
∫
𝑣
 (𝜎: 𝜀 + m: 𝜒 + P: 𝛾 + 𝜏: 𝜂)dv 

In which, σ is Cauchy stress tensor, ε and m are strain and couple stress tensor respectively. Also, χ and P are symmetric 

part of rotation gradient tensor and higher order stress tensor. γ is the dilatation of gradient tensor. After calculating the 

mentioned parameters the final relation of total strain energy can be written as:  
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Now by applying the basic theorem in calculus of variation or Euler-Lagrange equations to above relation, the equilibrium 

equations of system in terms of displacements are: 

 (3) 
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Since, solving the above equations in simply supported boundary conditions by generalized differential equations 

quadrature method the deflection of micro-beam has determined. 

 Conclusion 

Due to the lack of material length scale parameter in classical elasticity theory, this theory cannot interpret the size effect 

in micro-scale. Therefore we have to use the higher order theories such as modified strain gradient theory or modified stress 

theory. These theories contain the material length scale parameters in addition to the elasticity constants. So that, the strain 

gradient theory included the three additional parameters and shows the dependence size of structure. 

In this paper the effect of material length scale parameters on the deflection of smart Euler-Bernoulli micro-beam has been 

studied. Solving the problem leads to the following results: 

1- Increasing the stiffness of elastic foundation, the deflection of micro-beam decreases. Because the stiffness of 

structure increases.  

2- In the non-classic theory of elasticity, when the thickness of micro-beam is closer to the material length scale 

parameters, dependency of size effect becomes more important.  

3- With increasing the material length scale parameter the deflection of micro-beam increases and finally reaches to the 

values of classical theory of elasticity. This phenomenon is due to by increasing the material scale parameter the 

dimensions of micro-beam are closer to the macro-scale and the results of micro and macro are closer to each other.   

4- By increasing the power index coefficient of functionally graded material the deflection of micro-beam increases, 

because the stiffness of structure increases. 
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5- Obtained deflection based on the classical theory is more than obtained deflection from the couple stress theory. 

Also, Obtained deflection based on the couple stress theory is more than the obtained deflection based on the strain 

gradient theory. This difference of the results increases by increasing the non-dimensional parameter h/l.
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 چکیده   واژگان کلیدی 
 ،کرنش  انی گراد  یتئور

 ،مدرج  یماده تابع 

 ،ریت   کرویم 

 .کیبسترالاست 

  یبا استفاده از تئور  کیبستر الاست  یمدرج رو  یاز مواد تابع  شدهساخته  ریت  کرویخمش م لیدر این مقاله، تحل 

منظور ابت دا ب ا    نیا  یمورد مط الع ه ارار گرفت ه اس   ت  برا  یبرنول -لریاو ریم دل ت  یریک ارگب هکرنش ب ا   انی  گراد

  یها ترمپس از مش ص  نمودن    لتونیهمکرنش و اص ل    انیگراد  یتهیس  یالاس ت  یاس تفاده از مفروض ات تئور

  یلیحل تحل  ازآنجاکهآورده ش ده اس ت     به دس تمعادلات حرکت    ،یخارج  یرویس ازه و کار ن  لیپتانس    یانرژ

  طیدر ش را  افتهیمیتعمدیفرانس یل مربعی    یاز روش عدد  هاآنحل    ینبوده اس ت برا  ریپذامکانمعادلات مذکور  

با    آمدهدس تبه  جینتا  س هیاز مقا  ،یمنظور اعتبار س نجبه  ازآنپسس اده اس تفاده ش ده اس ت     گاههیتک  یمرز

 ل یمصتلف از اب  یحاص ل ش ده اس ت  در ادامه اپر پارامترها  یکاف  نانیاطم  زیاز ص حت کار ن  گریمعتبر دمراجع  

مورد بحث   ریت  زیبر خ  کیبس تر الاس ت  بیو ض را یماده مدرج تابع  یتوان  سیاند  بیطول و ض ر  اسیمق  بیض ر

 ارار گرفته است   یو بررس

 1401/ 02/ 05تاریخ دریافت: 

 1401/ 02/ 26تاریخ بازنگری: 

 1401/ 02/ 27 تاریخ پذیرش:

 مقدمه -1

  نشان  مصتلف  ی هاشیآزما    گرفت  نظر  در  میکروپولار  محیط  یک  توانیم  را  میکرون،  زیر  و   میکرون  مقیاس  با   یهاستم یس

 مستقل   حرکت  علت  به  اندازه  به  وابستگی   این  و  داشته  بستگی  اندازه  به  ها ستم یساز    گونهنیا  در   شکل  تغییر  رفتار  که  است  داده

  مورد  مهندسی   مسائل  از  بسیاری  حل  برای  موفق  طوربه  1کلاسیک   الاستیسیته  تئوری  که  حالنیدرع    باشدیم  ریزساختارها

 ریزساختارها   به  مربوط  اپر  توصیف  از  پیوسته،  محیط  ساختاری  مدل  در   طول  مقیاس  پارامتر  فقدان  علت  به  ،ردیگیم  ارار  استفاده

 تنش   تئوری  ازجمله  افتهیمی تعم  یهای تئور  یریکارگبه  با  موفق  طوربه  تواندیم  اندازه  به  وابستگی  این  حالنیباا   باشدیم  عاجز

  پوابت  بر  علاوه  مادی   طول  مقیاس  پارامترهای  ها آن  در  که  شود  مدل  3ی گرادیان کرنش الاستیسیته و یا تئوری    2شده اصلاح  کوپل

میندلین توپین و توسط  1965 تا  1962 یهاسال در 4کلاسیک  کوپل تنش   تئوریشوندیمدر روابط مربوطه ظاهر  الاستیسیته

  دو  و  الاستیک  ی هاپابت  هاآن  تای  دو   که  باشد یم  مادی   پابت  چهار  شامل  ایزوتروپ  الاستیک  مواد  برای  و  شد  ارائه  [3-1]  کویتر

 به   توجه  با   و  بوده   ریزساختارها  به  مربوط  تئوری  این  در  اضافی   پابت  دو  حقیقت  در   هستند  طول  مقیاس  پارامترهای  دیگر  تای

 
1 Classical Elasticity Theory 
2 Modified Couple Stress Theory 
3 Elasticity Strain Gradient Theory 
4 Classical Couple Stress Theory 
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  شدهاصلاح  کوپل   تنش  تئوری  که   شد  ارائه  2002در سال    [4] توسط یانگ    جدیدی  تئوری  پارامترها،  این   تعیین  در  موجود  مشکلات

  یک   شامل   تئوری  این    در  پیوسته  محیط  ساختاری  مدل  که  است  آن  کلاسیک  کوپل   تنش  تئوری  بر  تئوری  این   مزیت   شد  نامیده

بهتر  در  اندازه   اپر  ی نیبشیپ   در  تئوری  این  که  شده  سبب  مزیت  و همین  باشدیم  مادی   طول  مقیاس  پارامتر   و  ریزساختارها، 

  مکانیکی   ی هاسازه  در تحلیل  را  شده اصلاح  کوپل   تنش  تئوری  محققین،  برخی  اخیر  ی هاسال  در    گیرد  ارار  استفاده   مورد  ترراحت 

  تنش   تئوری  ،2006 در سال    [5]پارک  نمونه    عنوانبه   اندکرده اعمال  غیره  و  کم  بسیار  ضصامت با  یاوراه  نازک،  یرهایت  ابیل  از

 خمشی  سفتی   و  استاتیکی  خیز  که  داد   نشان  کرد و  اعمال  5برنولی  اویلر  مدل  با   نازک   تیر  در تحلیل استاتیکی  را  شدهاصلاح  کوپل

ابعاد    اپر  [ 6]  کونگهمچنین     باشدیم   وابسته  تیر  اندازه   به   یتوجهاابل  طوربه  باشد،   میکرون  مقیاس  در  تیر   ابعاد   کهیدرصورت  تیر،

بررسی نمود  در ادامه تحقیقات مذکور    مصتلف  مرزی  در شرایط  برنولی  اویلر  نازک  تیر  طبیعی  یهافرکانس  را بر  سازه  هندسی

  حرکت   اپر  بکار گرفت و   6تیموشنکو   مدل   با   نازک   تیر  در  را  شده اصلاح  کوپل   تنش  تئوری  دیگر  بار  ، [7]  2008ردی در سال  

  شده اصلاح  کوپل تنش تئوری از حاصل نتایج مورد بررسی ارار داده و تیر دینامیکی و استاتیکی رفتار  در را ریزساختارها مستقل

  و  انصاریارار داد  در ادامه تحقیقات مصتلف در این زمینه    مقایسه  مورد  کلاسیک  الاستیسیته  تئوری  از  آمده دستبه  نتایج  با  را

  پرداختند و موفق به حل   شدهاصلاح  کوپل  تنش  تئوری  بر اساس  الکتریک  پیزو  تیر  میکرو  یل رفتار ارتعاشیبه تحل  [8]همکارانش  

  در این کار    شدند   برنولی  اویلر  و  تیموشینکو  یهایتئورمطابق با    شدهاصلاح  کوپل  تنش  تئوری  اساس  معادلات حاکم بر  دایق

با استفاده از روش ساده    گاههیتکدر شرایط مرزی    ها آن آورده شد و حل    دستبه    7همیلتون   اصل  از  را  حرکت  حاکم بر  معادلات 

  بررسی   کرنش  گرادیان  تئوری  از  استفاده  با   را  مدرج  تابعی   تیر  میکرو  مکانیکی   رفتار  [ 9]  رهایی فرد  و   انجام شد  تجلی   8ناویر 

  آوردن   به دست  منظوربه   شد  استفاده  طول  مقیاس  پارامتر  سه  با در نظر گرفتن  تیموشینکو  تیر  مدل  از  تحلیل  این  در   اندکرده

دینامیکی سازه در االب نمودارها و جداول    و   استاتیکی  پاسخ   ت یدرنهااستفاده شد و    هامیلتون  اصل  از   دیفرانسیل حرکت  معادلات 

مصتلف مورد بحث و بررسی ارار گرفت  نتیجه نهایی در این تحقیق این شد که تئوری گرادیان کرنش نتایج بسیار بهتری ارائه  

  غلامی   و  نموده و با کاهش نسبت ضصامت به پارامتر مقیاس طول اختلاف نتایج حاصل از دو تئوری افزایش یافته است  انصاری

  کرنش  گرادیان حالت تئوری نیتریعموم از استفاده با را مدرج تابعی تیر کمانش و خمش و همچنین ارتعاش میکرو رفتار [10]

به  منظوربه  شد استفاده طول مقیاس پارامتر با در نظر گرفتن سه تیموشینکو تیر مدل از تحلیل این در  ارار دادندمورد بررسی 

حل   9افتهیمیتعم مربعات دیفرانسیلی  روش از آمدهدستبهشد و معادلات  استفاده هامیلتون اصل از حاکم معادلات آوردن دست

  کمترین   کرنش،   گرادیان  حالت تئوری  نیتریعموم  یریکارگبه  که   دریافتند   دینامیکی سازه   و   استاتیکیبررسی رفتار    از  پس   شدند

 کلاسیک  حالت  به  تیرمیکرو  خیز  منحنی ، بعدیب  طول  مقیاس  پارامتر  افزایش   داشته و با   ها تئوری نسبت به دیگر    را  ماکزیمم   خیز

اشاره کرد که در آن کمانش    توانیم   [ 11]تحقیقی دیگر در این زمینه به مقاله محمدی و همکارش    عنوانبه  شودیم  ترکینزد

مورد مطالعه    افتهیبهبودبرنولی در ابعاد میکرو را با در نظر گرفتن اپرات دما و با استفاده از تئوری گرادیان کرنش  -حرارتی تیر اویلر

شدن   ترسصت نتایج آن    ازجمله  استفاده شده و  10کارمن   -ارار دادند  در این مقاله از روابط کرنش تغییر مکان غیرخطی فون

  نمودن ضرایب مقیاس طول )اپرات اندازه( بوده است ازلحاظکمانش آن پس   یبار بحرانمیکروتیر و کاهش  

 حاکم بر آن  لی فرانسیمسئله و معادلات د یمدلساز  -2

  گاه هیتکبر روی    𝑞(𝑥)ساده تحت اپر بار گسترده    گاه ه یتک تیری با ابعاد میکرو در شرایط مرزی    1فرض کنید مطابق شکل

برنولی و استفاده از فرضیات   -گرفته و هدف تعیین خیز سازه مذکور با در نظر گرفتن فرضیات تیر اویلرارار  11الاستیک وینکلر 

آورده خواهند شد در ابتدا به توضیح  به دستمعادلات حرکت با استفاده از اصل هامیلتون  ازآنجاکهتئوری گرادیان کرنش باشد  

میدان تغییر مکان در تیر را نوشته و با استفاده از اصول حاکم بر حساب    ازآنپسو    شودیمو نوشتن روابط مقدماتی لازم پرداخته  

 
5 Euler- Bernouli Model 
6 Timoshenko Model 
7 Hamilton Principle 
8 Navier Method 
9 Generalized Differential Quadrature Method 
10 nonlinear von-Karman strain-displacementrelations 
11 Vinkler Elastic Foundation 
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 تغییرات در مسائل مکانیک، معادلات دیفرانسیل حاکم بر مسئله مشص  خواهند شد 

 
 برای آن  شدهانتخابمختصات  تیر مورد نظر و محورهای 1شکل 

که    شود یمزیر نوشته    به فرمکرنشی ارتجاعی    ی گرادیان کرنش رابطه انرژیدر تئوری الاستیسیته  م یدانیمکه    گونههمان

 : بیانگر ضرب تنسوری دو تنسور مرتبه دوم می باشد  ":"در آن نماد 

(1) 𝑈 =
1

2
∫
𝑣
 (𝜎: 𝜀 + m: 𝜒 + P: 𝛾 + 𝜏: 𝜂)dv 

بردار   P نیز اسمت متقارن تنسور انحنا و    χتنسور تنش کوپل،    mتنسور کرنش،    εتنسور تنش کوشی،    σکه در رابطه فوق  

تانسور گرادیان کرنش انحرافی با روابط ذیل معرفی      η تانسور تنش دوبل انحرافی و   τبردار گرادیان اتساع و    γ تنش اتساع،  

 : شوندیم

(2) 𝜀 =
1

2
[∇⃗⃗ 𝑢⃗ + (∇⃗⃗ 𝑢⃗ )𝑇] 

(3) 𝜃𝑖 =
1

2
(𝑐𝑢𝑟𝑙𝑢⃗ )𝑖 

(4) 𝛾𝑖 = 𝜀mm,i 

(5) 𝜒 =
1

2
[∇⃗⃗ 𝜃 + (∇⃗⃗ 𝜃 )𝑇] 

(6 ) 
𝜂𝑖𝑗𝑘 =

1

3
[𝜀𝑗k,i + 𝜀ki,j + 𝜀ij,k] −

1

15
𝛿ij[𝜀mm,k + 2𝜀mk,m] −

1

15
𝛿𝑗k[𝜀mm,i + 2𝜀mi,m]

−
1

15
𝛿ki[𝜀mm,j + 2𝜀mj,m] 

(7) 𝜎 = 𝜆tr (𝜀)𝐼 + 2𝜇𝜀 

(8) P𝑖 = 2𝜇l0
2𝛾𝑖               𝜏𝑖𝑗𝑘 = 2𝜇l1

2𝜂𝑖𝑗𝑘                   m𝑖𝑗 = 2𝜇l2
2𝜒𝑖𝑗 

پارامترهای   2lو    1lو  0lو ضرایب    الاستیسیته  پوابت  μ  و  λاست  همچنین  بردار چرخش    θ  و  جابجایی   بردار  u  فوق نیزدر روابط  

مادی   طول  مقیاس  به  روابط    باشند یم وابسته  در  ظاهر  هاتنشکه  بالا  مرتبه  نتایج  شوندیمی  به  ضرایب  این  تعیین  برای    

روابط تئوری   l0l=01=این است که در حالت    توجهاابلمراجعه نمود  نکته    توانیم  [7]ش و پیچش به مرجع  ی خمهاشیآزما

 خواهند آمد    به دستنیز مساوی صفر باشد روابط تئوری الاستیسیته کلاسیک  2lو چنانچه  شده اصلاحتنش کوپل 

ی  هامؤلفهبرنولی،  -در ادامه برای رسیدن به معادلات دیفرانسیل حرکت، با توجه به میدان تغییر مکان در تیر مطابق با تیر اویلر

 : شوندیمزیر نوشته  به فرمکرنش در تیر 

(9) 𝜀𝑥𝑥 =
∂𝑢

∂𝑥
− 𝑧

∂2𝑤

∂𝑥2
          𝜀𝑦𝑦 = 0         𝜀𝑧𝑧 = 0          𝜀𝑥𝑦 = 0          𝜀𝑦𝑧 = 0          𝜀𝑥𝑧 = 0 
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 : ندیآیم  به دستبا توجه به روابط زیر  اتساع گرادیان ی تنسور انحنا و بردارها مؤلفهچرخش و همچنین زاویه 

(10) 𝜃x = 𝜃z = 0           𝜃𝑦 = −
∂𝑤

∂𝑥
 

(11) 𝜒𝑥𝑥 = 𝜒𝑦𝑦 = 𝜒𝑥𝑧 = 𝜒𝑦𝑧 = 𝜒𝑧𝑧 = 0                        𝜒𝑥𝑦 = −
1

2

∂2𝑤

∂𝑥2
 

(12) 𝛾1 =
∂2𝑢

∂𝑥2
− 𝑧

∂3𝑤

∂𝑥3
            𝛾2 = 0           𝛾3 = −

∂2𝑤

∂𝑥2
 

ی  هامؤلفه (  6که با توجه به رابطه )  باشدیمعنصر    27  دارای   و  بوده  سوم  مرتبه  تانسور  یک  𝜂𝑖𝑗𝑘  انحرافی  کرنش  گرادیان  تانسور

 از: اندعبارتآن 

(13) 

𝜂111 =
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
−
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
 ,           𝜂112 = 0 ,        𝜂113 = −

4

15

∂2𝑤

∂𝑥2
 

𝜂121 = 0 ,                  𝜂122 = −
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
 ,         𝜂123 = 0 

𝜂131 = −
4

15

∂2𝑤

∂𝑥2
 ,                𝜂132 = 0 ,        𝜂133 = −

1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
 

𝜂211 = 0 ,                    𝜂212 = −
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
 ,               𝜂213 = 0 

𝜂221 = −
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
 ,  𝜂222 = 0 ,  𝜂223 =

1

15

∂2𝑤

∂𝑥2
 

𝜂231 = 0 ,  𝜂232 =
1

15

∂2𝑤

∂𝑥2
 ,  𝜂233 = 0 

𝜂311 = −
4

15

∂2𝑤

∂𝑥2
 ,  𝜂312 = 0 ,  𝜂313 = −

1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
 

𝜂321 = 0 ,  𝜂322 =
1

15

∂2𝑤

∂𝑥2
 ,  𝜂323 = 0 

𝜂331 = −
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
 ,  𝜂332 = 0 ,  𝜂333 =

1

5

∂2𝑤

∂𝑥2
 

 ی برای تیر مذکور خواهیم داشت:اصفحهاز طرفی با نوشتن اانون هوک در حالت تنش 

(14) {

𝜎𝑥𝑥
𝜎𝑦𝑦
𝜎𝑥𝑧

} = [

𝑄11 𝑄12 0
𝑄12 𝑄22 0
0 0 𝑄55

] {

𝜀𝑥𝑥
𝜀𝑦𝑦
𝛾𝑥𝑧

} 

 ی آن با توجه به جنس سازه برابر خواهد شد با:  هامؤلفهشود و یمماتریس سصتی نامیده  𝑄𝑖𝑗که ماتریس  

(15) 𝑄11(𝑧) = 𝑄22(𝑧) =
𝐸(𝑧)

1 − 𝑣2
 𝑄12(𝑧) =

𝑣𝐸(𝑧)

1 − 𝑣2
 𝑄55(𝑧) =

𝐸(𝑧)

2(1 + 𝑣)
 

 برابر خواهد شد با:  zبا استفاده از مدل ردی برای مواد تابعی مدرج، مدول الاستیسیته بر حسب 

(16 ) 𝐸(𝑧) = (𝐸𝑐 − 𝐸𝑚) (
𝑧

ℎ
+
1

2
)
𝑘

+ 𝐸𝑚 

نیز ضریب اندیس   kارتفاع تیر و    hبیانگر خواص ماده سرامیکی و    cبیانگر خواص فلز و اندیس    mرابطه فوق اندیس  که در  

   باشدیمتوان ماده مدرج تابعی  

 خواهند شد با:  ی تنش برابر هامؤلفه (  14( در )15از ارار دادن روابط )

(17) 
𝜎𝑥 = 𝑄11(𝑧)𝜀𝑥 = 𝑄11(𝑧) [

∂𝑢

∂𝑥
− 𝑧

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

𝜎𝑦 = 𝑄12(𝑧)𝜀𝑥 = 𝑄12(𝑧) [
∂𝑢

∂𝑥
− 𝑧

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

 : آیندمی به دستزیر  صورتبهتنش اتساع های بردار ( مؤلفه8همچنین با توجه به روابط )
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(18) 

𝑝1 = 2𝜇(𝑧)𝑙0
2𝛾1 = 2𝜇(𝑧)𝑙0

2 [
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝑧

𝑑3𝑤

𝑑𝑥3
] 

𝑝2 = 0 

𝑝3 = 2𝜇(𝑧)𝑙0
2𝛾3 = 2𝜇(𝑧)𝑙0

2 [−
∂2𝑤

∂𝑥2
] 

𝜇(𝑧)  که در روابط فوق  =
𝐸(𝑧)

2(1+𝜈)
 همان مدول برشی ماده مدرج تابعی می باشد   

 :ندیآیم به دستزیر  صورتبهی تانسور تنش دوبل انحرافی نیز هامؤلفه (  8روابط )همچنین با استفاده از 

(19) 

𝜏111 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂111 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
−
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
4

5

∂2𝑢

∂𝑥2
−
4

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] 

𝜏112 = 0 

𝜏113 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂113 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
4

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] = −𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
8

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

𝜏121 = 0 

𝜏122 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂122 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] 

𝜏123 = 0 

𝜏131 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂131 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
4

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] = −𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
8

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

𝜏132 = 0 

𝜏133 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂133 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] 

𝜏211 = 0 

𝜏212 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂212 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] 

𝜏213 = 0 

𝜏221 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂221 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] 

𝜏231 = 0 

𝜏232 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂232 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
1

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
1

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

𝜏233 = 0 

𝜏311 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂311 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
4

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
8

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

𝜏312 = 0 

𝜏313 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂313 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] 

𝜏321 = 0 

𝜏322 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂322 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
1

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
2

15

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

𝜏323 = 0 

𝜏331 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂331 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
1

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
1

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [−
2

5

∂2𝑢

∂𝑥2
+
2

5
𝑧
∂3𝑤

∂𝑥3
] 

𝜏332 = 0 

𝜏333 = 2𝜇(𝑧)𝑙1
2𝜂333 = 2𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
1

5

∂2𝑤

∂𝑥2
] = 𝜇(𝑧)𝑙1

2 [
2

5

∂2𝑤

∂𝑥2
] 

 : دیآیبه دست م زیرصورت به کوپل تنش بردارصفر  ریغ  مؤلفه تنها( 8) روابط از استفاده با همچنین

(20) 𝑚12 = −𝜇(𝑧)𝑙2
2
∂2𝑤

∂𝑥2
 

ی انرژی آوردن معادلات حرکت سیستم، از اصل هامیلتون استفاده خواهد شد، در ادامه به محاسبه  به دست در    ازآنجاکه

کرنشی ارتجاعی و انرژی جنبشی و همچنین کار نیروی خارجی در سازه مورد نظر پرداخته شده است  برای این منظور ابتدا از 
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 محاسبه تغییرات اول آن خواهیم داشت:( و 1( در رابطه )20و ) (19و )  (18و ) (17ارار دادن روابط )

(21) 𝛿𝑈 = ∫  
𝐿

0

 ∫  
𝐴

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝜎𝑥𝑥 [

𝜕𝛿𝑢

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]+ 2𝑚𝑥𝑦 [−

1

2

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+𝑝
1
[
𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑧

𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+ 𝑝

3
[−
𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+𝜏111 [
2

5

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
−
2

5
𝑧
𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+ 𝜏113 [−

4

15

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+𝜏122 [−
1

5

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
+
1

5
𝑧
𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+ 𝜏131 [−

4

15

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+𝜏133 [−
1

5

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
+
1

5
𝑧
𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+ 𝜏212 [−

1

5

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
+
1

5
𝑧
𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]

+𝜏221 [−
1

5

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
+
1

5
𝑧
𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+ 𝜏223 [

1

15

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+𝜏232 [
1

15

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]+ 𝜏311 [−

4

15

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+𝜏313 [−
1

5

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
+
1

5
𝑧
𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+ 𝜏322 [

1

15

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+𝜏331 [−
1

5

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
+
1

5
𝑧
𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+ 𝜏333 [

1

5

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

 
 }

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑𝐴𝑑𝑥 

 همچنین با توجه به بار وارده بر سازه، رابطه کار نیروی خارجی و تغییرات اول آن نیز برابر خواهد شد با: 

(22) 𝑉 =
1

2
∫ 
𝑣

  (𝑓1𝑢1 + 𝑓2𝑢2 + 𝑓3𝑢3)𝑑𝑉 ⇒ 𝛿𝑉 = ∫  (𝑓1𝛿𝑢1 + 𝑓2𝛿𝑢2 + 𝑓3𝛿𝑢3)𝑑𝑉 

 : شودیمزیر مدل  صورتبهکه میدانیم نیروی وارده از طرف بستر الاستیک بر میکروتیر با استفاده از مدل وینکلر   طورهمان

(23) 𝑓𝑣𝑖𝑛𝑘𝑙𝑒𝑟 = 𝑓3 = 𝑘𝑣𝑤 

   باشد یم ضریب وینکلر  𝑘𝜈فوق  که در رابطه 

 :شودیمزیر نوشته  صورتبه بنابراین تغییرات اول کار خارجی ناشی از نیروی خارجی وارده به تیر و نیروی بستر الاستیک 

(24) 𝛿𝑉 = ∫{(𝑞 + 𝑘𝑣𝑤)𝛿𝑤}𝑑𝑉

𝑣

 

 : ی روابط استفاده خواهد شدسازسادههای تنش به فرم زیر برای تعاریف منتجهر انجام محاسبات از برای سهولت د

(25) 
𝑁 = ∫ 

𝐴

 𝜎𝑑𝐴                  𝑀 = ∫ 
𝐴

 𝜎𝑧𝑑𝐴                  𝐾 = ∫ 
𝐴

 𝜏𝑑𝐴                 𝐻 = ∫ 
𝐴

 𝑚𝑑𝐴 

𝐸 = ∫ 
𝐴

 𝑝𝑑𝐴                  𝑅 = ∫ 
𝐴

 𝜏𝑧𝑑𝐴                   𝐹 = ∫ 
𝐴

 𝑝𝑧𝑑𝐴 

 : خواهد شد باول انرژی سازه برابر ( تغییرات ا21( در )25با جایگذاری روابط )
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(26 ) 𝛿𝑈 = ∫  
𝐿

0

 

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝑁11 [

∂𝛿𝑢

∂𝑥
] −𝑀11 [

∂2𝛿𝑤

∂𝑥2
] − 𝐻12 [

∂2𝛿𝑤

∂𝑥2
] + 𝐸1 [

∂2𝛿𝑢

∂𝑥2
]

−𝐹1 [
∂3𝛿𝑤

∂𝑥3
] − 𝐸3 [

∂2𝛿𝑤

∂𝑥2
] +

2

5
𝐾111 [

∂2𝛿𝑢

∂𝑥2
]

−
2

5
𝑅111 [

∂3𝛿𝑤

∂𝑥3
] −

4

15
𝐾113 [

∂2𝛿𝑤

∂𝑥2
] −

1

5
𝐾122 [

∂2𝛿𝑢

∂𝑥2
]

+
1

5
𝑅122 [

∂3𝛿𝑤

∂𝑥3
] −

4

15
𝐾131 [

∂2𝛿𝑤

∂𝑥2
] −

1

5
𝐾133 [

∂2𝛿𝑢

∂𝑥2
]

+
1

5
𝑅133 [

∂3𝛿𝑤

∂𝑥3
] −

1

5
𝐾212 [

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
] +

1

5
𝑅212 [

𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]

−
1

5
𝐾221 [

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
] +

1

5
𝑅221 [

𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
] +

1

15
𝐾223 [

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

+
1

15
𝐾232 [

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]−

4

15
𝐾311 [

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]−

1

5
𝐾313 [

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
]

+
1

5
𝑅313 [

𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+

1

15
𝐾322 [

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]−

1

5
𝐾331 [

𝜕2𝛿𝑢

𝜕𝑥2
]

+
1

5
𝑅331 [

𝜕3𝛿𝑤

𝜕𝑥3
]+

1

5
𝐾333 [

𝜕2𝛿𝑤

𝜕𝑥2
]

 
 }

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑑𝑥 

 همچنین تغییرات اول انرژی جنبشی سازه برابر خواهد شد با: 

(27) 𝛿𝑇 = ∫  
𝐿

0

  {𝐼0𝑢̇𝛿𝑢̇ − 𝐼1𝑢̇
∂𝛿𝑤̇

∂𝑥
− 𝐼1

∂𝑤̇

∂𝑥
𝛿𝑢̇ + 𝐼2

∂𝑤̇

∂𝑥

∂𝛿𝑤̇

∂𝑥
+ 𝐼0𝑤̇𝛿𝑤̇} 𝑑𝑥 

 :  ندیآیم  به دستزیر  به فرمبه کمک اصل همیلتون معادلات دیفرانسیل حاکم بر مسئله  ت یدرنها  

(28) 

∂2𝑀11

∂𝑥2
+
∂2𝐻12
∂𝑥2

−
∂3𝐹1
∂𝑥3

+
∂2𝐸3
∂𝑥2

−
2

5

∂3𝑅111
∂𝑥3

+
4

15

∂2𝐾113
∂𝑥2

+
1

5

∂3𝑅122
∂𝑥3

 

+
4

15

∂2𝐾131
∂𝑥2

+
1

5

∂3𝑅133
∂𝑥3

+
1

5

∂3𝑅212
∂𝑥3

+
1

5

∂3𝑅221
∂𝑥3

−
1

15

∂2𝐾223
∂𝑥2

−
1

15

∂2𝐾232
∂𝑥2

 

+
4

15

∂2𝐾311
∂𝑥2

+
1

5

∂3𝑅313
∂𝑥3

−
1

15

∂2𝐾322
∂𝑥2

+
1

5

∂3𝑅331
∂𝑥3

−
1

5

∂2𝐾333
∂𝑥2

+ 𝑞 + 𝑘𝑣𝑤 = 0 

∂N11
∂𝑥

−
∂2𝐸1
∂𝑥2

−
2

5

∂2𝐾111
∂𝑥2

+
1

5

∂2𝐾122
∂𝑥2

+
1

5

∂2𝐾133
∂𝑥2

+
1

5

∂2𝐾212
∂𝑥2

 

+
1

5

∂2𝐾221
∂𝑥2

+
1

5

∂2𝐾313
∂𝑥2

+
1

5

∂2𝐾331
∂𝑥2

= 0 

 : شوندیمشرایط مرزی مربوطه نیز با معادلات زیر مشص  

(29) 

𝑢 = 𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛               𝑜𝑟             𝑁𝑥 = 0 

𝑤 = 𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛              𝑜𝑟             
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
= 0 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 𝑘𝑛𝑜𝑤𝑛          𝑜𝑟             𝑀𝑥 = 0 

(، معادلات دیفرانسیل 28در معادلات )  هاآن جایی و جایگذاری  های جابهترم  برحسبهای تنش  آوردن منتجه  به دستبا  

 : آیندمی به دستجایی به فرم زیر ی جابههامؤلفه  برحسبحرکت 

(30) 

𝑄11(𝑧)𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 2𝜇(𝑧)𝑙0

2𝐴
𝑑4𝑢

𝑑𝑥4
−
4

5
𝜇(𝑧)𝑙1

2𝐴
𝑑4𝑢

𝑑𝑥4
= 0 

𝑄11(𝑧)𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
+ 𝜇(𝑧)𝑙2

2𝐴
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
− 2𝜇(𝑧)𝑙0

2𝐼
𝑑6𝑤

𝑑𝑥6
+ 2𝜇(𝑧)𝑙0

2𝐴
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
−
12

15
𝜇(𝑧)𝑙1

2𝐼
𝑑6𝑤

𝑑𝑥6
 

+
8

15
𝜇(𝑧)𝑙1

2𝐴
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4
− 𝑞 − 𝑘𝑣𝑤 = 0 

ی  هافرمولاز روش عددی مربعات دیفرانسیلی کمک گرفته خواهد شد و در اولین ادم با توجه به  برای حل معادلات فوق  
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 : میسینویمگسسته سازی شده زیر  صورتبهی مثلثاتی، معادلات فوق را هاجواب مربوطه و با فرض 

(31) 

𝑄11(𝑧)𝐴∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(2)
𝑢𝑗 − 2𝜇(𝑧)𝑙0

2𝐴∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(4)
𝑢𝑗 −

4

5
𝜇(𝑧)𝑙1

2𝐴∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(4)
𝑢𝑗 = 0 

𝑄11(𝑧)𝐼∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(4)
𝑤𝑗 + 𝜇(𝑧)𝑙2

2𝐴∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(4)
𝑤𝑗 − 2𝜇(𝑧)𝑙0

2𝐼∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(6)
𝑤𝑗 + 2𝜇(𝑧)𝑙0

2𝐴∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑗
(4)

 

−
12

15
𝜇(𝑧)𝑙1

2𝐼∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(6)
𝑤𝑗 +

8

15
𝜇(𝑧)𝑙1

2𝐴∑  

𝑁

𝑗=1

 𝐶𝑖𝑗
(4)
𝑤𝑗 − 𝑞 − 𝑘𝑣𝑤𝑖 = 0 

از    گاهه ی تکی معادلات فوق و با فرض شرایط مرزی  سازمرتببا   برای تیر مفروض، پس  ی معادلات به یک  سازمرتب ساده 

   شودیمدستگاه معادلات جبری خواهیم رسید که با حل آن مقادیر خیز هر یک از نقاط تیر مشص  

 اعتبارسنجی  -3

گاههای ساده،  تکیهبرای تعیین خیز تیر در شرایط مرزی  شده  نوشته کامپیوتری یبرنامهگذاری صحه منظور به بصش این در

مقایسه، تکیه گاه الاستیک حذف شده است(  همانند این مرجع بار  منظور  هب  )اندشدهمقایسه    ]12[  با مرجعآمده  دستهبنتایج  

𝑞0خارجی وارده بر تیر   = 10𝜇 𝑁 𝑚⁄  در نظر گرفته شده است   1و مشصصات مصالح مطابق با جدول   

 یاز مواد مدرج تابع شدهساخته ریت یبرا شدهگرفتهمشخصات مصالح در نظر  1 جدول

Part  𝜌(𝑘𝑔/𝑚3) 𝐸(𝐺𝑝𝑎) 𝜈 
Metal part 2702 70 0.3 

Ceramic part 3100 427 0.17 
 

𝑳/𝒉 در حالت بعدیبتایج ماکزیمم خیز ن 2  جدول = 𝟏𝟎 

𝑤 = 100𝑤
𝐸𝑚𝐼

𝑞0𝐿
4
 

Power index 
h/l=2(Strain gradient theory) Classical beam theory 

 Present ]12[مرجع  Present ]12[مرجع 

k=1 
0.2291 0.2241 0.4862 0.4762 

Error=2% Error=2% 

k=2 
0.2850 0.2782 0.5665 0.5561 

Error=2.4% Error=1.8% 

k=4 
0.3401 0.3468 0.6312 0.6495 

Error=1.9% Error=2.8% 

وجود دارد    [12]در مرجع    شدهمحاسبهبا مقادیر    آمدهدستبهتطابق بسیار خوبی بین مقادیر    شودیمکه ملاحظه    گونههمان

𝑘در حالت    شدهاصلاح ی که بیشترین خطا در تئوری تنش کوپل  اگونه به = یک در  و در تئوری الاستیسیته کلاس  4/2برابر %  2

𝑘وضعیت  =    باشدیم  8/2برابر با % 4

 تیرمدرج تابعی روی بستر الاستیک در تئوری الاستیسیته کلاسیک تحلیل خمش میکرو -3-1

  0l، پارامترهای مقیاس طول افتهیبهبوددر تئوری گرادیان کرنش   آمدهدستبه که ابلاً گفته شد، چنانچه در روابط  طورهمان

در    کار  نیاخواهیم رسید با انجام    رهایت، برابر صفر ارار داده شوند، به روابط تئوری کلاسیک در الاستیسیته، برای    2lو    1lو  

 :خواهیم داشت آمدهدستبهمعادلات  

(32) 

∂N11
∂𝑥

= 0 

∂ 2𝑀11

∂𝑥2
+ 𝑞 + 𝑘𝑣𝑤 = 0 

  گاهه یتکتیر مدرج تابعی در شرایط مرزی    بعد یبمقادیر خیز    تیدرنهاپس از حل معادلات فوق با روندی مشابه آنچه گفته شد  
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   اندشده درج 3تی بستر الاستیک، مشص  و در جدول ساده با توجه به مقادیر مصتلف ضریب سص

 میکروتیر مدرج تابعی در تئوری الاستیسیته کلاسیک  بعدیبماکزیمم خیز  3جدول 

𝑤 = 100𝑤
𝐸𝑚𝐼

𝑞0𝐿
4 

𝐿/ℎ  𝑘𝑣 = 0 𝑘𝑣 = 1 𝑘𝑣 = 2 𝑘𝑣 = 5 𝑘𝑣 = 20 

100 
𝑘 = 0 0.2772 0.2764 0.2757 0.2735 0.2629 
𝑘 = 1 0.4763 0.4741 0.4719 0.4654 0.4356 
𝑘 = 2 0.5562 0.5532 0.5502 0.5414 0.5015 
𝑘 = 5 0.6881 0.6853 0.6790 0.6657 0.6063 

افزایش ضریب سصتی بستر الاستیک در تمامی مقادیر ضریب اندیس توان ماده مدرج    گرددیمکه ملاحظه    گونههمان با 

که با افزایش ضریب اندیس توان ماده مدرج تابعی    گردد یممشاهده   ن یار  ب  تیر کاهش یافته است  علاوه  بعدیبتابعی، مقدار خیز  

  تیر افزایش یافته است بعد یبنیز مقدار خیز 

 خیز میکروتیر مدرج تابعی در تئوری تنش کوپل اصلاح شده و تئوری گرادیان کرنش بهبود یافته -3-2

شده به دست خواهند  تنش کوپل اصلاح  یدر تئور  ریت  زیخ  ریمقاد   𝑙2و    𝑙0  بیگونه که گفته شد با صفر ارار دادن ضراهمان

 به دست خواهند آمد   4جدول  ریکار در محاسبات مربوطه مقاد نیآمد  با انجام ا

در   افتهیبهبودو گرادیان کرنش  شدهاصلاحمیکروتیر در شرایط مرزی دو سر لولا در تئوری تنش کوپل  بعدیبماکزیمم خیز  -4جدول 

𝒌 حالت = 𝟎 

𝑤 = 100𝑤
𝐸𝑚𝐼

𝑞0𝐿
4 

𝑘 = 0 
ℎ/𝑙 𝑘𝑣 نوع تئوری = 0 𝑘𝑣 = 5 𝑘𝑣 = 20 

MSGT 

1 0.0164 0.0164 0.0163 
2 0.0557 0.0556 0.0551 
4 0.1390 0.1381 0.1353 
8 0.2220 0.2196 0.2128 
12 0.2496 0.2466 0.2380 
20 0.2666 0.2631 0.2534 

MCST 

1 0.0504 0.0503 0.0499 
2 0.1304 0.1296 0.1272 
4 0.2163 0.2141 0.2075 
8 0.2590 0.2557 0.2465 
12 0.2688 0.2653 0.2553 
20 0.2741 0.2705 0.2601 

Classical theory - 0.2772 0.2753 0.2629 

دریافت که با   توانیمکه برای تیری از جنس ماده ایزوتروپیک )فلز( تنظیم شده است  4با توجه به مقادیر مندرج در جدول 

شده    ترکینزدو تئوری الاستیسیته کلاسیک به یکدیگر    شده اصلاحمقادیر خیز حاصل از تئوری تنش کوپل    ℎ/𝑙افزایش نسبت  

𝑘𝑣که در حالت طوریی در روند مذکور نداشته، بهریتأپبستر وینکلر  این است که سصتی توجهاابلاست  نکته  = نیز مقادیر   20

 به یکدیگر نزدیک هستند   شده اصلاحخیز تئوری کلاسیک و تئوری تنش کوپل 

در هر   ℎ/𝑙  نیز با افزایش نسبت  شده ساختهدریافت که در تیری که از ماده مدرج تابعی  توانیم اراام جدول فوق  باملاحظه

  در این جدول نیز همانند جدول  اندافتهتیر افزایش ی  بعد یبو تئوری گرادیان کرنش مقادیر خیز    شدهاصلاح دو تئوری تنش کوپل  

با  باشندیم  ترکینزد  شدهاصلاحی تئوری تنش کوپل  هاجوابی تئوری کلاسیک به  هاجواب مشاهده نمود که    توانیمابلی     

داشته   ℎ/𝑙ی بیشتری نسبت به پارامتر  ریرپذیتأپخیز تیر    ℎ/𝑙>1<4ی  محدودهگفت که در    توانیماراام جدول    ترقیدابررسی  

𝑘𝑣نمونه در حالت    عنوانبه)    4به    1از    ℎ/𝑙بطوریکه در تئوری گرادیان کرنش با افزایش پارامتر   =   بعد یب( درصد افزایش خیز    0

   درصد شده است 842/5مقدار افزایش خیز  20به  8با افزایش این پارامتر از   کهیدرحالدرصد شده،  163/747
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در   افتهیبهبودو گرادیان کرنش  شدهاصلاحمیکروتیر در شرایط مرزی دو سر لولا در تئوری تنش کوپل  بعدیبماکزیمم خیز  5 جدول

𝒌حالت  = 𝟏 

𝑤 = 100𝑤
𝐸𝑚𝐼

𝑞0𝐿
4 

𝑘 = 1 
ℎ/𝑙 𝑘𝑣 نوع تئوری = 0 𝑘𝑣 = 5 𝑘𝑣 = 20 

MSGT 

1 0.0282 0.0281 0.0280 
2 0.0957 0.0953 0.0940 
4 0.2389 0.2361 0.2282 
8 0.3815 0.3745 0.3550 
12 0.4289 0.4201 0.3957 
20 0.4581 0.4480 0.4203 

MCST 

1 0.0866 0.0862 0.0852 
2 0.2241 0.2217 0.2147 
4 0.3717 0.3651 0.3465 
8 0.4450 0.4355 0.4093 
12 0.4619 0.4516 0.4235 
20 0.4710 0.4604 0.4312 

Classical theory - 0.4763 0.4654 0.4356 
 

 
 در حالت  بعدیبو پارامتر مقیاس طول تغییرات مقدار خیز ماکزیمم میکروتیر نسبت به تغییرات ضریب کسر حجمی مواد  2شکل 

𝒌𝒗 =  شده اصلاحبا استفاده از تئوری گرادیان کرنش و تئوری تنش کوپل  𝟎

 
𝒌𝒗برای   بعدیبحجمی مواد و پارامتر مقیاس طول تغییرات مقدار خیز ماکزیمم میکروتیر نسبت به تغییرات ضریب کسر  3شکل  = 𝟐𝟎  

 شده اصلاحبا استفاده از تئوری گرادیان کرنش و تئوری تنش کوپل 



 106 کرنش انیگراد یبه کمک تئور کیبستر الاست یرو تیکامپوز ریت کرویم زیخ لیتحل
 

 1شماره  /2دوره  /1401پیشرفته و هوشمند/ سال مکانیک مواد 

ی  ه یناحو در    افتهیشیافزاخیز ماکزیمم با شیب بسیار تندی    ℎ/𝑙<0>25/1ی  محدودهدر    شودیمکه ملاحظه    گونههمان

25/1ℎ/𝑙<    این است که    شود یماست  نکته دیگری که در نمودارها ملاحظه    ماندهیبااپابت(    صورتبهبدون تغییر ) خیز ماکزیمم

 به بعد خیز حاصله از هر دو تئوری یکسان شده است   =2ℎ/𝑙خود رسیده و از  حداکثربه  =8/0ℎ/𝑙اختلاف بین دو تئوری در 

با این تفاوت    شودیم دیده    2در شکل    شده میترسشباهت بسیار زیادی به نمودارهای    3در شکل    شده میتنظدر نمودارهای  

در این نمودارها این   توجهجالب است  از نکات    افتهی  کاهشکه با توجه به افزایش ضریب سصتی بستر الاستیک مقادیر خیز تیر  

از تئوری کلاسیک    آمدهدستبهدر هر دو تئوری با مقدار خیز    آمده دستبهبه بعد خیز ماکزیمم      =4ℎ/𝑙ی  محدودهاست که از  

پارامتر مقیاس طول   افزایش  با  این است که  این موضوع  اصلی  علت  اندازه ماکرو    بعدیبیکسان شده و  به  ابعاد آن  میکروتیر، 

   شودیمشده و نتایج حالت میکرو با ماکرو یکسان   ترکینزد

 ی ریگجهینت -4

توان برای تفسیر اپر اندازه در ک، از این تئوری نمیبه علت فقدان پارامتر مقیاس طول مادی در تئوری الاستیسیته کلاسی

و تئوری   شدهاصلاحی بالاتر همانند تئوری تنش کوپل  های مرتبههای با مقیاس میکرون استفاده کرد و ناگزیر باید از تئوریسازه

تفاده کرد  در این خصوص  گرادیان کرنش که شامل پارامترهای مقیاس طول مادی اضافی در کنار پوابت الاستیسیته هستند، اس

ی بالا است که شامل سه پارامتر به این نکته توجه داشت که تئوری گرادیان کرنش، یک تئوری محیط پیوسته مرتبه  توانیم

   دهدیم ها به خوبی نشان ، که اپر این وابستگی به اندازه را برای سازهباشدیم اضافی 

از مواد تابعی مدرج روی بستر الاستیک با استفاده از تئوری گرادیان کرنش    هشدساخته این تحقیق، تحلیل خیز میکرو تیر   در

اویلرریکارگبهبا    افتهیبهبود اویلر ارار مطالعه مورد برنولی-ی مدل  تیر  از مدل  استفاده  با  معادلات تعادل   برنولی  -گرفته است  

آمده است  مشصصات  به دستو اصل همیلتون   افتهیبهبودمربوط به تیر با ضصامت میکرون با استفاده از تئوری گرادیان کرنش 

 عددی روش و  برای حل معادلات حاکم از  شدهگرفتهتابعی مدرج در راستای ضصامت تیر در نظر    صورتبه مواد میکروتیر نیز  

 حل با  اندشده حل ساده  گاه ه ی تک مرزی شرایط میکروتیری با برای استفاده شده است  این معادلات  افتهیم یتعم مربعی دیفرانسیل

آمده    به دستمقدار خیز میکروتیر با توجه به تغییر در خصوصیات مواد و همچنین تغییر در مشصصات هندسی تیر    مسئله این

 است 

 دول تنظیم شده اابل ذکر می باشند: بطور کلی نتایج زیر با استفاده از نمودارها و ج

و این پدیده به علت آن است    ابدییم با افزایش مقدار سصتی ضریب بستر الاستیک مقادیر خیز میکروتیر کاهش   -1

   ابدییم و خیز آن کاهش  د یافزایمکه بستر الاستیک همانند یک فنر بر ضریب سصتی تیر 

ضصامت میکروتیر به پارامتر مقیاس طول نزدیک   کهیهنگامی غیر کلاسیک، اپر وابستگی به اندازه  های تئوردر   -2

   کندیم اهمیت زیادی پیدا  شودیم

و در انتها به مقدار   افتهیشیافزامیکروتیر مقادیر خیز ماکزیمم میکروتیر    بعد یببا افزایش مقدار پارامتر مقیاس طول   -3

نزدیک   کلاسیک  کرنش    د شونیمتئوری  گرادیان  تئوری  دو  هر  برای  پدیده  این  کوپل    شده اصلاحکه  تنش  و 

میکروتیر، ابعاد   بعدیب صادق است، این پدیده به علت آن است که با افزایش مقدار پارامتر مقیاس طول    شده اصلاح 

و   باشندیمخوردار  که در این حالت نتایج تئوری کلاسیک از دات خوبی بر  شوندیمهای ماکرو نزدیک اندازه  بهآن  

   شوند یکسان می باًیتقرنتایج حالت میکرو با حالت ماکرو  

شود زیرا با افزایش این ضریب جنس تیر با افزایش ضریب اندیس توان ماده مدرج تابعی خیز میکروتیر بیشتر می -4

   یابد سصتی تیر کاهش یافته و خیز تیر افزایش می جهیدرنتشود و از سرامیک به فلز نزدیک می

بیشتر   شدهاصلاحبر اساس تئوری کلاسیک از مقادیر خیز حاصل از تئوری تنش کوپل    آمدهدستبهمقادیر خیز   -5

  شده اصلاحاز خیز حاصل از تئوری گرادیان کرنش    شدهاصلاحبوده و نیز مقادیر خیز حاصل از تئوری تنش کوپل  

   ابدییم کاهش  ℎ/𝑙  بعد یب ، که این اختلاف با افزایش پارامتر مقیاس طول باشد یمنیز بیشتر 
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