
Mechanics of Advanced and Smart Materials Journal 1(2) (2022) 201 – 215 

 

Mechanics of Advanced and Smart 

Materials Journal 
http://masm.araku.ac.ir 

 

 

 

  

* Corresponding author. Tel.: 09181604313; Fax: 08633412535 

E-mail address: s-jafari@iau-arak.ac.ir 

DOI: https://10.52547/masm.1.2.201     
Received: January 08, 2022; Received in revised form: January 29, 2022; Accepted: February 06, 2022 
2022 Published by Arak University Press. All rights reserved. 

 
 
 

Out of plane Vibration of carbon nanotubes by stress and strain 

gradient theories based on Donnell's shell theory 

Saeed Jafari Mehrabadi a*, Mohammad Khodadadi b, Tahmoores Asgaric 
a Department of Mechanical Engineering, Islamic Azad University, Arak Branch, Arak, Iran 

b,c Ms.C. Student, Mechanical Engineering, Arak University, Arak, Iran 

  Original Article 

Use your device to scan 
and read the article online 

 

 

Citation: Mehrabadi S J, Khodadadi M, Asgari T. Vibration of carbon nanotubes by stress and 

strain gradient theories based on Donnell's shell theory. Mechanics of Advanced and Smart 
Materials. 2022;1(2):201-215. 

 https://10.52547/masm.1.2.201     

 

K E Y W O R D S  

 

A B S T R A C T  

Carbon nanotube, 

Out of plane vibration, 

Stress and strain gradient 

theories, 

Love and Rayleigh frequencies, 

Donnell's thin shell theory. 

Nowadays, micro/nano materials are widely used in various engineering applications such as 

nanoelectro- mechanical systems, opto-electronics, nuclear engineering, aerospace engineering, 

energy storage, civil engineering and etc. recently, different non-classical theories such as the 

couple stress, the nonlocal elasticity and the strain gradient elasticity theories have been developed 

to consider the size dependency behavior of the structures in small-scales. In this paper, out of 

plane vibration analysis of single-walled carbon nanotubes were studied using stress gradient 

theory, strain gradient theory and the classical theory of elasticity based on the assumptions of the 

Donnell's thin shell theory. To determining the free vibration parameters of the carbon nanotube, 

the kinetic and strain (potential) energies were obtained and will be maximized then using 

Rayleigh's method the natural frequency was obtained. Natural frequency of the Rayleigh and 

Love modes of out of plane vibration of the single wall carbon nanotubes out are estimated using 

stress gradient theory, strain gradient theory and the classical theory of elasticity based on the 

assumptions of the Donnell's thin shell theory. In order to verify the accuracy and reliability of the 

present study, the results were obtained in this study were compared and validated with available 

data in the literature. Using numerical data provided, effect of different parameters including 

length, thickness and radius of the single-walled carbon nanotubes on the natural frequency of the 

Rayleigh and Love modes are examined and discussed in detail. 

Extended Abstract 

1. Introduction 

he most well-known non-classical theories used to study the deformation of carbon nanotubes have two distinct 

relationships. The first relationship presented by Eringen. The relationship proposed by Eringen is called the stress 

gradient theory [1] and the theory of nonlocal elasticity [2]. Another relation proposed by Mindlin and Ashle is 

known as the strain gradient model [3-6]. Levy et al. [14] used Low's shell theory to study the free vibration of cylindrical 

shells with simple supports. Pradhan et al. [15] also investigated the free vibration of shells with different boundary conditions.  

2. Mathematical Formulation 

We consider cylindrical single-walled carbon nanotubes to be of average length L, thickness, h and radius R as shown in 

Figure 1. For this single-walled carbon nanotube, the material displacements located on the center plate of the cylindrical shell 

in the axial, lateral, and radial directions are considered with, and, respectively. 

𝑢 = 𝑢0 + 𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 (1) 

T   
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𝑉 = 𝑉0 + 𝑧
𝜕𝑤

𝑅𝜕𝜃
 (2) 

𝑤 = 𝑤 (3) 
 

 
Figure 1.  Carbon-nanotube, coordinates and geometrical dimensions 

According to Donnell's thin-shell theory [19], the relationships between strain and displacement are as: follows: 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕 𝑥2
 (4) 
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1

𝑅2
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
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𝜀𝜃𝑥 = (
𝜕𝑢0
𝑅𝜕𝜃
+
𝜕𝑉0
𝜕𝑥
) + 𝑧⁡(

2

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝜃 𝜕𝑥
) (6) 

To satisfying the conditions of out of plane vibrations the displacements of the material points of the cylindrical shell in 

the axial, lateral and radial directions are assumed as follows: 

𝑢 = −∑
𝑅

𝑛
𝐵𝑛sin(𝑛𝜃)

∞

𝑛=2

 (7) 

𝑉 = ∑(𝐴𝑛cos(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛𝑥sin(𝑛𝜃))

∞

𝑛=2

 (8) 

𝑤 = −∑𝑛⁡(𝐴𝑛sin(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛𝑥cos(𝑛𝜃))

∞

𝑛=2

 (9) 

Now, by equating the maximum kinetic energy with the maximum strain energy of the rail mode frequency, the following 

equation is obtained: 

𝜔𝑅
2 =

𝐸ℎ2𝑛6

12𝜌𝑅4(1 − 𝜈2)(1 + 𝑛2)
 (10) 

Contrary to Rayleigh vibration mode, in the Love vibration mode, the axis line of cylinder does not remain parallel to the 

x axis of the cylinder and rotated like a rigid line. The Love’s frequency mode according to its hypotheses is calculated as 

follows: 

𝜔𝐿
2 =

𝐸ℎ2𝑛6(1 +
6(1 − 𝜈)𝑅2

𝑛2𝐿2
)

12𝜌𝑅4(1 − 𝜈2)((1 + 𝑛2) +
3𝑅2

𝑛2𝐿2
)
 (11) 

3. Calculation of frequencies using strain gradient theory 

For Love and Rayleigh frequencies such as classical states and stress gradients, we can write: 

𝜔𝑅
2 = 𝜔𝑅𝑀𝐵

2 (1 ∓ Φ𝑛2)(
ℎ2𝑛6

12(1 + 𝑛2)𝑅2
) (12) 
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𝜔𝐿
2 = 𝜔𝑅𝑀𝐵

2 (1 ∓ 𝛷𝑛2)
ℎ2𝑛6(1 +

6(1 − 𝜈)𝑅2

𝑛2𝐿2
)

12𝑅2((1 + 𝑛2) +
3𝑅2

𝑛2𝐿2
)
 (13) 

4. Discussion and Results 

  

Figure 2.  Rayleigh's frequency changes with lateral wave 

number changes 
Figure 3.  Love’s frequency changes with lateral wave 

number changes 

 

Figure 4. Rayleigh’s frequency changes with radius changes in classical theory 

As can be seen from Figure 2, the frequency for a positive sign strain gradient does not increase uniformly with increasing 

n. But after reaching a maximum value, its value is reduced, which is due to the presence of the expression in the frequency 

formula of this theory. Figure 3 shows the frequency chart according to Love’s theory. As it turns out, the Love’s frequency 

behavior is similar to the Rayleigh’s frequency treatment.  But with this difference, Love’s frequency depends on the length of 

the cylinder, while Rayleigh’s frequencies are independent of the length of the cylinder. The Love’s frequencies obtained from 

the classical theory for all values of n are greater than the frequencies obtained from the stress gradient theory and the strain 

gradient theory with a positive sign. Figure 3 shows the variations of Rayleigh’s frequency with respect to the radius of cylinder 

in classical theory. As shown in this figure, with increasing the radius of the cylinder, the Figure 3 shows the variations of 

Rayleigh’s frequency with respect to the radius of cylinder in classical theory. As shown in this figure, with increasing the 

radius of the cylinder, the Rayleigh’s frequency decreases, which is due to the reduction of the stiffness of the cylinder and 

increase its displacement, which in turn absorbs less energy for vibration. 

5. Conclusions 

In this paper, the Love and Rayleigh frequencies for out of plane vibrations of single-walled carbon nanotubes are obtained 

using two, non-local and classical theories based on the assumptions of the Donnell’s thin-shell theory. It is shown that the 

results for the Love and Rayleigh frequencies in each theory differ from the other only by one coefficient. For example, in the 

classical theory, this coefficient is equal to one; in the stress gradient theory by 1 (1 + 𝛷𝑛2)⁄  in the strain gradient theory 

by⁡1 (1 − Φ𝑛2)⁄ . The graph of Rayleigh and Love frequencies in strain gradient theory did not increase due to its coefficient 

of increase, but decreased after reaching a maximum value. As can be seen from the relations, these two frequencies increase 

with increasing thickness and decrease with increasing cylinder radius. It was also found that the Rayleigh frequency was not 

related to the length of the cylinder, but the Love frequency was related to the length of the pipe. 
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 یتک جداره با استفاده از تئورها یکربن یهانانو لوله یارتعاش خارج از صفحه لیتحل

 نازک دانل یپوسته یتئور یکرنش و تنش بر مبنا انیگراد

  ج الف، تهمورث عسگریب، محمد خدادادی*الف سعید جعفری مهرآبادی
  arak.ac.ir-jafarim@iau-s ،، دانشگاه آزاد اسلامی واحد اراک، اراکدانشکده فنی و مهندسیاستادیار،  الف

   m.khodadadi.msc.mechanic@gmail.com ،اراک، اراک ، دانشگاهدانشکده فنی و مهندسیکارشناسی ارشد،  ب
  t_asgari@arshad.araku.ac.ir، اراک، اراک ، دانشگاهدانشکده فنی و مهندسیکارشناسی ارشد،  ج

 چکیده  واژگان کلیدی
 ی،کربن یهالوله نانو

 ،خارج از صفحه ارتعاش

 انیگراد یهااایتئور

 ،کرنش و تنش

 ،یلیلاو و ر یهافرکانس

نازک  یپوسااته یتئور

 .دانل

 یاهستمیس لیاز قب یمختلف مهندس یدر کاربردها یاطور گسترده/ نانو به کرویساختار م یامروزه، مواد دارا 

ان و عمر یمهندس ،یانرژ رهیهوافضا، ذخ یمهندس ،یاهسته یعلوم مربوط به نور، مهندس ،یکینانوالکترومکان

 تهیسیمانند تنش کوپل، الاستتت کیکلاست ریمختلف غ یهایتئور ،یتازگ. بهرندیگیمورد استتفاده قرار م رهیغ

عه کوچک توس اسیمق یاندازه در ساختارها یکرنش جهت در نظر گرفتن رفتار وابستتگ انیو گراد یمحل ریغ

 انیگراد یتک جداره با استتتفاده از تئور یکربن یهانانولوله یمقاله، ارتعاش خارج از صتتفحه نیاند. در اافتهی

دانل مورد  پوسته نازک یتئور اتیبر اساس فرض تهیسیالاست کیکلاست یو تئور رنشک انیگراد یتنش، تئور

و  یجنبشتت یهایانرژ ،یکربن یهااش آزاد نانولولهارتع یمطالعه قرار گرفته استتت. جهت محاستتبه پارامترها

 یعیطبفرکانس  یلیر یاز روش انرژ هایانرژ نی( را محاستتبه کرده و با اکستتترمم کردن الی)پتانستت یکرنشتت

 یاو لاو ارتعاش خارج از صتتفحه یلیر یمودها یعیفرکانس طب نیبه دستتت آمده استتت. هم ن ستتتمیستت

 اتیکرنش بر استتاس فرض انیگراد یتنش و تئور انیگراد یتئور یریکارگتک جداره با به یکربن یهانانولوله

اشد. بیم زیکار حاضر ن یهایورنوآنوع  نیترموضوع از مهم نیکه ا گرددینازک دانل برآورد م یپوسته یتئور

ر مراجع شده دارائه جیا نتامقاله ب نیآمده در ادستبه جیحاضر، نتا یلیدقت و اعتبار روش تحل یمنظور بررسبه

، طول ل؛یمختلف از قب یهاپارامتر ریآمده، تأثدستبه یعدد جیاستت. در نتا دهیگرد یگذارو صتحه ستهیمقا

 و هیو تجز یو لاو مورد بررستت یلیر یعیطب یهاتک جداره بر فرکانس یکربن یهاضتتخامت و شتتعاع نانولوله

 قرار گرفته است. لیتحل

 11/11/1011تاریخ دریافت: 

 10/11/1011تاریخ بازنگری: 

 11/11/1011 تاریخ پذیرش:

 مقدمه -1

 متریلینانولوله در حدود چند م کیاست که از ذرات نانو و در ابعاد نانو ساخته شده است. قطر  یاسازه ،یکربن ینانولوله

 ییبرابر فولاد، رسانا 911 یها گاهسازه نیا یهم برسد. استحکام کشش متریلیم نیبه چند تواندیطول آن م کهیاست درحال

از  یکینوان عای بههای استوانه. . .، باعث کاربرد فراوان آن در صنعت شده است. پوسته و ادیز یریپذبالا، انعطاف اریبس یکیالکتر

. در رندیگیده قرار ممورد استفا یمینفت و پتروش عیصنا نیهوافضا و هم ن ،یدفاع عیدر صنا عیطور وساجزای ساختاری مهم به

ازجمله  یمطالعه و شناخت پارامترهای مهم طراح ع،یصنا نیدر ا ایاستوانههای با کاربرد رو به گسترش پوسته ریهای اخسال
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هم پارامتر م نیبرخوردار شده است، چراکه عدم توجه به ا یاژهیو تیها از اهمسازه نیا یکینامید یهالیدر تحل یعیفرکانس طب

 یکینامیمطالعه و شناخت رفتار د رونیشود. ازا رمنج دیتشد دهیبار به علت وقوع پدفاجعه جیممکن است به نتا یطراح ندیدر فرآ

ده شانجام قاتیای از تحق. بخش عمدهرودیها به شمار مآن زیآمتیو کاربرد موفق نهیبه یدر طراح یها از موضوعات اساسسازه نیا

و  صورت شعاعنازک به رجدا یاست. شعاع و طول در مدل استوانه افتهیها اختصاص سازه نیا یعاشرفتار ارت یتاکنون به بررس

 است. یفرض زیاند. ضخامت استوانه نتک جداره مطرح شده یکربن یهاطول متوسط نانو لوله

 یدو رابطه یاند داراشدهبه کار گرفته یکربن یهاشکل نانولوله رییتغ یمطالعه یکه برا کیکلاس ریغ یهایتئور نیترمعروف

 یورو تئ [9] تنش انیگراد یتئور نگن،یشده توسط ار. رابطه ارائهدیارائه گرد نگنیهستند. رابطه اول که توسط ار زیمتما

 کرنش معروف انیاست، به نام مدل گراد دهیو اشل ارائه گرد نیندلیکه توسط م گری. رابطه دداردنام  [3] یمحل ریغ تهیسیالاست

 یخط کیمواد الاست یمعرف ساختار نانو در هر دو رابطه صفر قرار داده شود همان قانون هوک برا ی. اگر پارامترها[6-0]است 

 یهاولهنانول یکینامیدر رفتار د یمهم راتییمنجر به تغ نشکر انیدر مدل گراد یمنف ای. انتخاب علامت مثبت دیآیبه دست م

 اریبس تواندیپارامتر دما م .[7]اند کرده یرا بررس راتییتغ نیهانگ و همکاران ا یمثال ش ی. براشودیتک جداره م یکربن

 یاهای استوانهآزاد پوسته ارتعاشات لیتحل ،یبا در نظر گرفتن اثرات حرارت [4] نمونه، حدادپور و همکارانش یباشد برا رگذاریتأث

آوردند.  دستبه 3کارمنون یکینماتیو روابط س 9ی پوسته لاوها معادلات حرکت را بر اساس تئوررا انجام دادند. آن یمدرج تابع

 یدیرشو خو یاند. بخششکرده یرا بررس کیمستقر بر بستر الاست یکربن یهااثرات حرارت را در نانولوله [1] مورمو و همکاران

ظات شده با ملاحتنش کوپل اصلاح یبا استفاده از تئور یحرارت طیمدرج در مح یتابع یلینانو مستط یهاارتعاش آزاد ورق [91]

 یئورت کیشده تنش کوپل اصلاح یقرار دادند. تئور یو بررس لیمرتبه اول مورد تحل یشکل برش رییتغ یتئور اتیفرض

اده و نمونه ملک ز یرا از خود نشان دهند برا یارتعاش یهاانواع حالت توانندیشکل م یانهاستو یها. پوستهباشدیم کیرکلاسیغ

بت لامت مثع یو برا یفرض یتک جداره ینانو کربن یلوله کی یاند. براپرداخته یانواع حالات ارتعاش یبه بررس [99] همکاران

بعلاوه  .دهدیحالت رخ م نیگردد عکس ا یبررس یکه علامت منف یو زمان تاس افتهی شیافزا یفرکانس مد تنفس شعاع ،یتئور

 .[93]مطابقت دارد   یبلور یو مدل شبکه هاشیبا آزما کندیرا که محاسبه م یکرنش با علامت مثبت، فرکانس انیگراد یتئور

و و لا یمدها کیزوتروپیهمگن وا ،یخط کیالاست یشده از مادهنازک ساخته یپوسته ،ییکشش و جابجا یمرز طیشرا ابیدر غ

با استفاده از تئوری پوسته لاو ارتعاش آزاد پوسته  [98] همکارانشو . لوی [90] دهدیارتعاشات خارج از صفحه را نشان م 0یلیر

مرزی  طیها با شراارتعاش آزاد پوسته زین [90]و همکاران ساده را مورد مطالعه قرار دادند. پرادهان  هایگاههیای با تکاستوانه

اری و توسط انص یلیراه حل تحل ،یای مدرج تابعهای استوانهپوسته یرفتار ارتعاش یمنظور بررسنمودند. به یمختلف را بررس

با  یای مدرج تابعپوسته یرفتار ارتعاش لیتحل یقیدر تحق [97] نژادو همت یمیرح نی. هم ندیارائه گرد [96] زهیدرو

نازک فلاگ به  یپوسته یبا استفاده از تئور [94] اند. داس و همکارانشکرده یرا بررس یطول ستایحلقوی در را هایگاههیتک

 جداره پرداختند.تک یکربن یهانانو لوله یرفتار ارتعاش یبررس

 یهایتک جداره با استفاده از تئور ینانو کربن یهالوله یبرا یلیلاو و ر یارتعاش یهامدل یبرا یمقاله پارامتر فرکانس نیا در

منظور روابط  نیا یبار به دست آورده شده است. برا نیاول یبرا 8نازک دانل یپوسته یتئور اتی( بر اساس فرضکیکلاس رینانو )غ

داده شده است.  میتعم یاخارج از صفحه یکینامیرفتار د اتیشکل با فرض یانانولوله استوانه یتهپوس یبرا ییکرنش و جابجا نیب

 -نشکرنش( روابط ت انیگراد یتنش و تئور انیگراد یمفروض )تئور یهایاز تئور کیهر یکرنش برا-با استفاده از روابط تنش

( لیانس)پت یو کرنش یجنبش یهایکرنش حاصله انرژ-و تنش ییجابجا-است با توجه به روابط کرنش دهیکرنش محاسبه گرد

لاو و  یاهفرکانس ،یروش انرژ یریکارگو با به هایاند. سپس با اکسترمم نمودن انرژتک جداره به دست آمده یکربن یهانانولوله

 ریثتأشده است و  سهیامق گرید یهایبا تئور یآمده در هر تئوردستبه یهابه دست آورده شده است. در ادامه فرکانس یلیر

                                                           
1 Love's shell theory 
2 Von karman 
3 Rayleigh and Love modes 
4 Donnell's shell theory 
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له با حاص جینتا یگذارجهت صحه تیقرار گرفته است. درنها یمورد مطالعه و بررس یلیلاو و ر یهامختلف بر فرکانس یپارامترها

استفاده  نازک فلاگ یپوسته یارائه شده در مراجع معتبر، که از تئور جیپوسته نازک دانل با نتا یتئور یریکارگروش حاضر با به

 شده است. سهیمقا اند،کرده

 یااستوانه یکربن یمعادلات حاکم بر نانو پوسته -2

 ی. برامیریگیمدر نظر  9مطابق شکل  𝑅و شعاع متوسط  ℎ ، ضخامت𝐿شکل به طول  یاتک جداره استوانه یکربن ینانولوله

 ،یحورم یهاشکل در جهت یااستوانه یپوسته یانیم یواقع بر صفحه ینقاط ماد یهاییتک جداره، جابجا یکربن ینانولوله نیا

 9در شکل  شدهدادهنشان  یکربن ینانولولهارتعاش  لی. جهت تحلشودیدر نظر گرفته م 𝑤 و𝑢، 𝑉 با بیبه ترت یو شعاع یجانب

مورد  ،گرددیلحاظ نم یدوران ینرسیضخامت و ا یدر راستا یپوسته نازک که اثرات تنش برش یتئور ،نازک بودن جدار لیبه دل

در  ریز به صورت یجهت ارتعاش خمش یکربن ینانولوله ییجابجا دانیم یتئور نیا اتیاستفاده قرار گرفته است. بر اساس فرض

 :[91] شودینظر گرفته م

(9) 𝑢 = 𝑢0 + 𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

(3) 𝑉 = 𝑉0 + 𝑧
𝜕𝑤

𝑅𝜕𝜃
 

(0) 𝑤 = 𝑤 

شکل  یااستوانه یپوسته کی ی. براباشندیم 𝜃 و 𝑥 یدر راستاها بیبه ترت یانیصفحه م یهاییجابجا بیبه ترت 𝑉0 و 𝑢0 که

 :گرددیارائه م ریز صورتبه ییکرنش و جابجا نی، روابط ب[91]نازک دانل  یپوسته ینازک بر اساس تئور

(8) 𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕 𝑥2
 

(0) 𝜀𝜃𝜃 =
1

𝑅
(
𝜕𝑉0

𝜕𝜃
−
𝑤

𝑅
) + 𝑧⁡(

1

𝑅2

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
) 

(6) 𝜀𝜃𝑥 = (
𝜕𝑢0

𝑅𝜕𝜃
+
𝜕𝑉0

𝜕𝑥
) + 𝑧⁡(

2

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝜃 𝜕𝑥
) 

ی کرنش گونهچیهی میانی های روی صفحهدهد به این معنا که الماندر ارتعاش خارج از صفحه، جابجایی غیر کششی رخ می

ی میانی به اینکه برای صفحه با توجه( 0تا  9باشد. پس طبق روابط )برای کل جسم صفر می 𝜀𝑥𝑥کنند و مقدار را تحمل نمی

𝑧 =  نوشت: ج را-7الف تا -7رابطه  تواناست، می 0

 
 . نمایش نانولوله کربنی، دستگاه مختصات و ابعاد1شکل 
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𝑢�� الف( -7)

𝜕𝑥
= 0, 

  ب( -7)
𝜕𝑉

𝜕𝜃
−
𝑤

𝑅
= 0 

𝑢�� ج( -7)

𝑅𝜕𝜃
+
𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 0 

 یجانب ،یمحور یهاشکل در جهت یااستوانه یپوسته ینقاط ماد یهایی( جابجا7در روابط ) شدهارائه طیشرا یجهت ارضا

 :شوندیفرض م ریبه صورت ز یو شعاع

(4) 𝑢 = −∑
𝑅

𝑛
𝐵𝑛sin(𝑛𝜃)

∞

𝑛=2

 

(1) 𝑉 =∑(𝐴𝑛cos(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛𝑥sin(𝑛𝜃))

∞

𝑛=2

 

(91) 𝑤 = −∑𝑛⁡(𝐴𝑛sin(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛𝑥cos(𝑛𝜃))

∞

𝑛=2

 

باشد. توجه داشته عدد نیم موج در راستای جانبی می 𝑛باشند و که تابع زمان می نیمع ریغضرایب خطی  𝐵𝑛و  𝐴𝑛که در آن 

𝑛های خارج از صفحه برای باشید که مد ≥ اند. بنابراین در ارتعاشات خارج از صفحه مقدار کرنش در نقاط دیگر تعریف شده 2

 گردد:زیر تعریف می صورتبه

𝜀𝑥𝑥 الف( -99) = 𝑧
𝜕2𝑤

𝜕 𝑥2
= 𝑧𝑘1 

𝜀𝜃𝜃 ب( -99) = 𝑧
1

𝑅2

𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
= 𝑧𝑘2 

𝜀𝜃𝑥 ج( -99) = 𝑧
2

𝑅

𝜕2𝑤

𝜕𝜃 𝜕𝑥
= 2𝑧𝜏 

د. اگر از تغییرات جابجایی در راستای دهتغییرات پی ش را نشان می 𝜏و باشند می بیانگر تغییرات انحناء  𝑘2و  𝑘1که در آن 

𝑘1گردد لذا  نظرصرفمحور به دلیل ناچیز بودن  = 𝜀𝑥𝑥یا به عبارتی  0 =  دهد.را نتیجه می 0

 خارج از صفحه یفرکانس مدها یمحاسبه -3

 :تهیسیالاست کیکلاس یها با استفاده از تئورفرکانس یمحاسبه -3-1

و کرنش  کیتنش کلاس نیب ینازک بودن(، رابطه یفرض پوسته لینازک )به دل یاستوانه یبرا یابا فرض حالت تنش صفحه

 :شودیم فیتعر ریز صورتبه کیکلاس تهیسیالاست یبر اساس تئور یخط کیالاست کیزوتروپیماده ا یبرا

𝜎𝑥𝑥 الف( -93) =
𝐸

1 − 𝜈2
𝜈𝑧𝑘1 

𝜎𝜃𝜃 ب( -93) =
𝐸

1 − 𝜈2
𝑧𝑘2 

𝜎𝜃𝑥 ج( -93) =
𝐸

1 + 𝜈2
𝑧𝜏 
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 صورتبه کیکلاس یکل کرنش یانرژ یخط کیسازه الاست کی ی. براباشدیم 6پواسان بیضر⁡𝜈 و 0تهیسیمدول الاست ⁡𝐸 که

 .گرددیم جهینت ریز

(90) 𝑈𝑙 =
1

2

∫

 
 
 
 

∫ ∫ (𝜎𝑥𝑥𝜀𝑥𝑥 +

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

2𝜋

0

𝐿

0

𝜎𝜃𝜃𝜀𝜃𝜃 +   𝜎𝜃𝑥𝜀𝜃𝑥)𝑅 𝑑𝑥 𝑑𝜃 𝑑𝑧 

تر ( ساده90رابطه ) صورتبه( انرژی کل کرنش 91تا  4( و استفاده از روابط )90( در رابطه )93و 99با جایگذاری روابط )

𝐷 صورتبهدر این روابط سختی خمشی . گرددمی = 𝐸 ℎ3 (12(1 − 𝜈2))⁄ گردد:تعریف می 

𝑈𝑙 =∑
𝜋𝐷𝑛4

𝑅
(𝐿𝐴𝑛
2 + (
𝑛2

3𝑅2
𝐿3 + 2(1 − 𝜈)𝐿)𝐵𝑛

2)

∞

𝑛=2

 (98) 

 گردد:زیر بیان می صورتبهای شکل انرژی جنبشی کلاسیک برای پوسته استوانه

𝑇𝑙 =
1

2

∫

 
 
 
 

∫ ∫ (𝑢
˙
2 + 𝑉

˙
2 +𝑊

˙
2)

ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄

2𝜋

0

𝐿

0

𝑅 𝑑𝑥 𝑑𝜃 𝑑𝑧 (90) 

 ( داریم90رابطه )( در 91-4با جایگذاری روابط )

𝑇𝑙 = 𝜋𝜌𝐿𝑅ℎ∑((1 + 𝑛2)

∞

𝑛=2

(
𝜕𝐴𝑛
𝜕𝑡
)2 + (

𝑅2

𝑛2
+ 𝐿2
(1 + 𝑛2)

3
)(
𝜕𝐵𝑛
𝜕𝑡
)2 (96) 

کرنش و تغییر  گونهچیهمانده و باقی 𝑥هنگام رخ داد مد ارتعاشی ریلی، خط محوری استوانه در امتداد و موازی با محور 

 صادق است: کند. پس روابط زیر برای مد ریلیشکلی را تحمل نمی

𝑢 = 0 (97) 

𝑉 = 𝑎𝑛sin(𝑛𝜔 𝑡)cos(𝑛𝜃) (94) 

𝑤 = 𝑎𝑛sin(𝑛𝜔 𝑡)sin(𝑛𝜃) (91) 

 دستبهرابطه زیر  صورتبه 𝜔𝑅مد ریلی  فرکانسکرنشی  یانرژحال با مساوی قرار دادن ماکزیمم انرژی جنبشی با ماکزیمم 

 شود:آورده می

𝜔𝑅
2 =

𝐸ℎ2𝑛6

12𝜌𝑅4(1 − 𝜈2)(1 + 𝑛2)
 (31) 

باقی نمانده بلکه مانند یک خط  𝑥محوری استوانه موازی و در امتداد مد ریلی خط  برعکسهنگام رخ داد مد ارتعاشی لاو 

 گردد:زیر محاسبه می صورتبهنیز با توجه به فرضیات آن  𝜔𝐿کند. فرکانس مد لاو صلب چرخش می

𝑢 = −𝑏𝑛
𝑅

𝑛
sin(𝑛𝜔 𝑡)sin(𝑛𝜃) (39) 

𝑉 = 𝑥𝑏𝑛sin(𝑛𝜔 𝑡)cos(𝑛𝜃) (33) 

𝑉 = −𝑛𝑥𝑏𝑛sin(𝑛𝜔 𝑡)sin(𝑛𝜃) (30) 

                                                           
5 Modulus of  elasticity 
6 Poisson's ratio 
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𝜔𝐿
2 =

𝐸ℎ2𝑛6(1 +
6(1 − 𝜈)𝑅2

𝑛2𝐿2
)

12𝜌𝑅4(1 − 𝜈2)((1 + 𝑛2) +
3𝑅2

𝑛2𝐿2
)
 (38) 

 آن نوشت: برحسبرا  𝜔𝐿و  𝜔𝑅توان زیر تعریف کنیم، آنگاه می صورتبه، را 𝜔𝑅𝑀𝐵اگر فرکانس مد تنفس شعاعی، 

𝜔𝑅𝑀𝐵
2 =

𝐸

𝜌𝑅2(1 − 𝜈2)
 

(30) 

𝜔𝑅
2 = 𝜔𝑅𝑀𝐵

2 (
ℎ2𝑛6

12(1 + 𝑛2)𝑅2
) (36) 

𝜔𝐿
2 = 𝜔𝑅𝑀𝐵

2
ℎ2𝑛6 (1 +

6(1 − 𝜈)𝑅2

𝑛2𝐿2
)

12𝑅2 ((1 + 𝑛2) +
3𝑅2

𝑛2𝐿2
)
 (37) 

 ها با استفاده از تئوری گرادیان تنش:ی فرکانسمحاسبه -3-2

 ی طول خارجی است.مشخصه 𝑙، که در آن [1]بیان شده است  𝑇ی ساختاری زیر برای تانسور تنش غیر محلی رابطه

𝑇 = ∫ (|𝑥 − 𝑥′|,
𝑎𝑒0
𝑙
) 𝐶𝜀⁡(𝑥′) 𝑑𝑣⁡(𝑥′) (34) 

 زیر است: صورتبه( 34ی )فرم دیفرانسیلی رابطه

(1 − (𝑎 𝑒0)
2𝛻2)𝑇 = 𝐶𝜀 (31) 

 آید:می دستبهزیر  صورتبهو کرنش  𝑇ی بین تنش غیر محلی (، رابطه93های )با استفاده از رابطه

(1 − (𝑎 𝑒0)
2𝛻2)𝑇𝑥𝑥 =

𝐸

1 − 𝜈2
𝜈𝑧𝑘1 (01) 

(1 − (𝑎 𝑒0)
2𝛻2)𝑇𝜃𝜃 =

𝐸

1 − 𝜈2
𝑧𝑘2 (09) 

(1 − (𝑎 𝑒0)
2𝛻2)𝑇𝑥𝜃 =

𝐸

1 + 𝜈2
𝑧𝜏 (03) 

⁡𝛷آید که در روابط حاصلهدست میهبا حل این معادلات، روابط زیر ب = (𝑎  𝑒0 𝑅⁄ )
 باشد:می 2

𝑇𝑥𝑥 =
𝐸𝜈𝑧

𝑅2(1 − 𝜈2)
∑

𝑛3

(1 + 𝛷𝑛2)
× [𝐴𝑛sin(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛𝑥sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=2

 (00) 

𝑇𝜃𝜃 =
𝐸𝑧

𝑅2(1 − 𝜈2)
∑

𝑛3

(1 + 𝛷𝑛2)
×  [𝐴𝑛sin(𝑛𝜃) + 𝐵𝑛𝑥sin(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=2

 (08) 

𝑇𝑥𝜃 =
−𝐸𝑧

𝑅⁡(1 + 𝜈)
∑

𝑛2

(1 + 𝛷𝑛2)
 [𝐵𝑛cos(𝑛𝜃)]

∞

𝑛=2

 (00) 

 شوند:زیر بازنویسی می صورتبه 𝑈𝑛𝑙در حالت غیر کلاسیک انرژی کل کرنشی 

𝑈𝑛𝑙 =
𝐸ℎ3

12𝑅3(1 − 𝜈2)(1 + 𝛷𝑛2)
∑[𝑛6(𝐿𝐴𝑛

2

∞

𝑛=2

+  
1

3
𝐿3𝐵𝑛
2) +

𝐸𝜋ℎ3𝑛4

6𝑅(1 + 𝜈)
𝐿𝐵𝑛
2] (06) 

توان شود. در این حالت نیز مانند حالت کلاسیک می( حاصل می96انرژی جنبشی در حالت کلاسیک و غیر محلی از رابطه )
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 های لاو و ریلی را محاسبه کرد:ها، فرکانسبا مساوی قرار دادن ماکزیمم انرژی

𝜔𝑅
2 =

𝜔𝑅𝑀𝐵
2

(1 + 𝛷𝑛2)
(

ℎ2𝑛6

12(1 + 𝑛2)𝑅2
) (07) 

𝜔𝐿
2 =

𝜔𝑅𝑀𝐵
2

(1 + 𝛷𝑛2)

ℎ2𝑛6 (1 +
6(1 − 𝜈)𝑅2

𝑛2𝐿2
)

12𝑅2 ((1 + 𝑛2) +
3𝑅2

𝑛2𝐿2
)
 (04) 

1که اشاره شد ضریب  طورهمان (1+ 𝛷𝑛2)⁄ ها در این حالت با حالت کلاسیک گردیده است. که با باعث تفاوت فرکانس

 آیند.می دستبه( 38و  31(، روابط )04و 07غیرمحلی در روابط )صفر قرار دادن پارامتر 

 کرنش: انیگراد یها با استفاده از تئورفرکانس یمحاسبه -3-3

 :[90]آید دست میهزیر ب صورتبه و کرنش 𝑇 ی بین تنش غیر محلیاین تئوری، رابطه بر اساس

𝑇 = 𝐶⁡(1 ± (𝑎 𝑒0)
2𝛻2)𝜀 (01) 

 گردد:زیر نتیجه می صورتبهو کرنش  𝑇تنش غیر محلی  یهامؤلفهی بین ( رابطه93با استفاده از روابط )

𝑇𝑥𝑥 = (1 ∓ 𝛷𝑛
2)
𝐸

1 − 𝜈2
𝜈𝑧𝑘1 (81) 

𝑇𝜃𝜃 = (1 ∓ 𝛷𝑛
2)
𝐸

1 − 𝜈2
𝑧𝑘2 (89) 

𝑇𝑥𝜃 = (1 ∓ 𝛷𝑛
2)
𝐸

1 + 𝜈2
𝑧𝜏 (83) 

 گردد:زیر محاسبه می صورتبهدر این حالت نیز انرژی کل کرنشی 

𝑈𝑛𝑙 =
𝐸𝜋ℎ3

12𝑅⁡(1 + 𝜈)
∑[(1 ∓ 𝛷𝑛2)𝑛4
∞

𝑛=2

×  
𝑛2

(1 − 𝜈)𝑅2
 (𝐿𝐴𝑛

2 +  
1

3
𝐿3𝐵𝑛
2) + 2𝐿𝐵𝑛

2] (80) 

 توان نوشت:کلاسیک و گرادیان تنش می یهاحالتهای لاو و ریلی مانند برای فرکانس

𝜔𝑅
2 = 𝜔𝑅𝑀𝐵

2 (1 ∓ 𝛷𝑛2) (
ℎ2𝑛6

12(1 + 𝑛2)𝑅2
) (88) 

𝜔𝐿
2 = 𝜔𝑅𝑀𝐵

2 (1 ∓ 𝛷𝑛2)
ℎ2𝑛6 (1 +

6(1 − 𝜈)𝑅2

𝑛2𝐿2
)

12𝑅2 ((1 + 𝑛2) +
3𝑅2

𝑛2𝐿2
)
 (80) 

1که مشخص است ضریب  طورهمان ∓ 𝛷𝑛2 ها با دو تئوری قبلی شده است.باعث تفاوت این فرکانس 

 اعتبار سنجی روش حاضر با مراجع -0

کربنی تک جداره با  یهانانولولهی ارتعاش خارج از صفحههای ریلی و لاو آمده برای فرکانسدستهدر این قسمت نتایج ب

سنجی شده اعتبار  استفاده کرده است، 7روابط کرنش جابجایی فلاگاز که  [94]با مرجع  استفاده از روابط کرنش جابجایی دانل،

𝜔𝑅𝑀𝐵در جداول، بر اساس مقادیر  شدهارائههای است. فرکانس = 145.364 ،𝑅 = 7.42 ،ℎ = 𝑎𝑒0و  1.255 = 145.363  

 :اندآمدهدست هب

ها بیان گردیده است. برای حالت مقایسه و اختلاف آن [94]رکانس ریلی در این مقاله با مرجع پنج مد ف 0تا  9های در جدول

های مشخص است فرکانس 0تا 9که جداول  طورهمان مقادیر اختلاف با حالت مشابه فرکانس ریلی برابر است. قا  یدقفرکانس لاو نیز 

، (𝑘2)و انحناء  (𝜏)پی ش  ریدر مقادباشد، دلیل این اختلاف تفاوت های مرجع میآمده در این مطالعه بیشتر از فرکانسدستهب

                                                           
7 Flügge strain- displacement relationship 
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 باشد.در این دو تئوری می

 شدهاستفادهمشخص است، به دلیل تفاوت تئوری  0تا  9در جداول  [94] ی نتایج این مطالعه با مرجعکه از مقایسه طورهمان

در  شدهمحاسبههای ریلی و لاو ، فرکانس[94]در مرجع  شدهاستفادهبا تئوری  (𝑘2)و انحناء  (𝜏)در این مقاله در مقادیر پی ش 

پیداست بین نتایج حاصل از این مقاله که با  0تا  9که از نتایج جداول  طورهمان. باشندمی تربزرگاین مطالعه نسبت به مرجع 

 باشد.ار خوبی برقرار میدر مراجع تطابق بسی شدهارائهگردیده است با نتایج  استخراجی نازک دانل استفاده از تئوری پوسته

𝟏𝟎𝟑)ی پنج مد فرکانس ریلی مقایسه 1جدول × (𝐜𝐦−𝟏))  [11]برای تئوری کلاسیک با مرجع 

 اختلاف )%( [94]مرجع  مطالعه حاضر شماره مد

9 0188/9 0470/9 88/1 

3 4986/9 4170/9 04/1 

0 1841/3 1894/3 00/1 

8 3170/3 3118/3 01/1 

0 4070/3 4013/3 36/1 
 

𝟏𝟎𝟑)ی پنج مد فرکانس ریلی مقایسه 2جدول × (𝐜𝐦−𝟏)) [11]ای تئوری گرادیان تنش با مرجع بر 

 (%اختلاف ) [94]مرجع  مطالعه حاضر شماره مد

9 1639/9 1078/9 80/1 

3 9601/9 9618/9 01/1 

0 3640/9 0391/9 01/1 

8 0794/9 0676/9 00/1 

0 8700/9 8798/9 37/1 
 

𝟏𝟎𝟑)مد فرکانس ریلیی پنج مقایسه 3جدول × (𝐜𝐦−𝟏)) [11]ن کرنش با علامت منفی با مرجع برای تئوری گرادیا 

 اختلاف )%( [94]مرجع  مطالعه حاضر مد شماره

9 0108/3 0434/3 88/1 

3 4360/3 4900/3 01/1 

0 0919/0 3146/0 08/1 

8 4874/0 4001/0 09/1 

0 8836/8 8010/8 37/1 

 یعدد جینتا لیوتحلهیتجز -2

 ایاستوانهی ی پوستهفرکانس مدهای ریلی و لاو ارتعاش خارج از صفحه شدهیمعرفدر این بخش با استفاده از سه تئوری 

 6تا  8 یهاشکلهای مختلف بررسی شده است، در ریلی با تئوری های لاو وفرکانس 0و  3های اند. در شکلشکل محاسبه شده

 های لاو و ریلی بررسی شده است.پارامترهای طول، شعاع و ضخامت بر فرکانس ریتأث

آمده با تئوری گرادیان دستههای بها از فرکانس 𝑛آمده از تئوری کلاسیک برای تمامی دستههای ریلی بفرکانس 3در شکل 

آمده از گرادیان کرنش با علامت منفی از کلاسیک دستههای باست. ولی فرکانس تربزرگتنش و گرادیان کرنش با علامت مثبت 

ان خطی و برای گرادی صورتبهوم، برای گرادیان تنش درجه د صورتبهاست. برای کلاسیک، شکل نمودار فرکانس  تربزرگنیز 

مشخص است فرکانس برای گرادیان کرنش با علامت  3که از شکل  طورهمانباشد. درجه سوم می صورتبهکرنش با علامت منفی 

ن گردد که ایاسته می، افزایش نیافته بلکه بعد از رسیدن به یک مقدار ماکزیمم از مقدار آن ک𝑛 یکنواخت با افزایش طوربهمثبت 

1به دلیل وجود عبارت  ∓ 𝛷𝑛2 توان نشان داد فرکانس ریلی برای تئوری گرادیان باشد. میدر فرمول فرکانس این تئوری می

 کرنش با علامت مثبت هنگامی ماکزیمم است که:
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(84) 𝑛max = √
2

3𝛷
= √
2

3

𝑅

𝑎 𝑒0
 

 آید:دست میهزیر ب صورتبهمقدار فرکانس ریلی متناظر با این مقدار عدد موج 

(81) (𝝎𝑹
𝟐)𝐦𝐚𝐱 =

𝑬𝒉𝟐

𝟖𝟐𝝆(𝒂 𝒆𝟎)
𝟐(𝟏 − 𝝂𝟐)

 

( مشخص است فرکانس ماکزیمم ریلی به طور مستقیم به شعاع بستگی ندارد. بنابراین 81ی )طور که از رابطههمان      

𝑛فرکانس ماکزیمم در حدود  ≈ دهد و بعلاوه فرکانس در اطراف عدد موج ماکزیمم تغییرات محسوسی از خود رخ می 10.9392

های لاو نشان داده شده است، همانطور که مشخص است رفتار فرکانس لاو نیز شبیه نمودار فرکانس 0دهد. در شکل نشان نمی

ل از طول های ریلی مستقت در حالی که فرکانسفرکانس ریلی است اما با این تفاوت که فرکانس لاو به طول لوله نیز وابسته اس

های بدست آمده با تئوری گرادیان ها از فرکانسnهای لاو بدست آمده از تئوری کلاسیک برای تمامی باشند. فرکانسلوله می

 یان کرنش با علامت منفی از کلاسیکهای بدست آمده از گرادتنش و گرادیان کرنش با علامت مثبت بزرگتر است. ولی فرکانس

نیز بزرگتر است. برای کلاسیک، شکل نمودار فرکانس به صورت درجه دوم، برای گرادیان تنش به صورت خطی و برای گرادیان 

مشخص است فرکانس برای گرادیان کرنش با  3طور که از شکل باشد. همانکرنش با علامت منفی به صورت درجه سوم می

ردد گ، افزایش نیافته بلکه بعد از رسیدن به یک مقدار ماکزیمم از مقدار آن کاسته می𝑛به طور یکنواخت با افزایش علامت مثبت 

∓1که این به دلیل وجود عبارت  𝛷𝑛2 توان نشان داد فرکانس ریلی برای تئوری باشد. میدر فرمول فرکانس این تئوری می

𝑛گرادیان کرنش با علامت مثبت هنگامی ماکزیمم است که  ≈  باشد. 10.9392

 
 تغییرات فرکانس ریلی با تغییرات عدد موج جانبی 2شکل 

 
 فرکانس لاو با تغییرات عدد موج جانبیتغییرات  3شکل 
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 تغییرات فرکانس ریلی با شعاع در حالت کلاسیک 0شکل 

. باشدیم 8شعاع استوانه، به صورت شکل  راتییبا فرض ضخامت ثابت بر حسب تغ یمد ارتعاش کیدر  یلیفرکانس ر راتییتغ

ده شعاع رسم ش راتییمختلف با تغ یهاضخامت یثابت  ، به ازا یاستوانه با شماره مود جانب یبرا یلیشکل فرکانس ر نیدر ا

 امر کاهش نیا لیکه دل ابدییکاهش م یلیشعاع استوانه، فرکانس ر شیشکل مشخص است با افزا نیاست. همانطور که در ا

 راتییتغ 0. در شکل گرددیارتعاش م یکمتر برا یکه خود باعث جذب انرژ باشدیآن م ییجایجا شیاستوانه و افزا یسخت

ه فرکانس گرفت ک جهینت توانیمختلف و شعاع ثابت   نشان داده شده است. م ینسبت به ضخامت در سه مود جانب یلیفرکانس ر

خامت ض شیاست که با افزا یهی. بدابدییم شیضخامت افزا شیصورت با افزا کیبکار رفته به  یهایاز تئور کیدر هر  یلیر

، 36. همانطور که از روابط )گرددیفرکانس م شیو افزا یکرنش یدر انرژ شیامر سبب افزا نیکه ا افتهی شیاستوانه افزا یسخت

س فرکانس لاو با شعاع و ضخامت همانند فرکان راتییندارند. تغ یبه طول استوانه بستگ یلیر یها( مشخص است فرکانس88و  07

 کندیم رییبا طول استوانه تغ 6فرکانس لاو به صورت شکل  ،یلیف فرکانس ر. اما بر خلاباشدیم یلیر

 
 تغییرات فرکانس ریلی با تغییرات ضخامت 2شکل 
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 تغییرات فرکانس لاو با تغییرات طول 2شکل 

ی آن کاهش تغییر شکل و نهایتا افزایش پایداری استوانه کاهش یافته که نتیجهبا کاهش طول استوانه، نا  6با توجه به شکل 

 گردد.فرکانس طبیعی می

 نتیجه گیری -2

های کربنی تک جداره با استفاده از دو تئوری ی نانو لولههای لاو و ریلی برای ارتعاشات خارج از صفحهدر این مقاله فرکانس

ه شده که اند. نشان دادی نازک دانل بدست آورده شدهبر اساس فرضیات تئوری پوستهغیر محلی الاستیسیته و تئوری کلاسیک 

نوان های دیگر متفاوت شده است. به عی یک ضریب با تئوریفقط بوسیلههای لاو و ریلی در هر تئوری نتایج حاصل برای فرکانس

مثال در تئوری کلاسیک این ضریب برابر یک، در تئوری گرادیان تنش  21/ 1 n 21، گرادیان کرنش با علامت مثبت n 

21و با علامت منفی به صورت  n .است 

افزایش نیافته  ،nهای ریلی و لاو در تئوری گرادیان کرنش با علامت مثبت به دلیل ضریب خود با افزایش نمودار فرکانس

بلکه بعد از رسیدن به یک مقدار ماکزیمم از مقدار آن کم شده تا در نهایت به صورت موهومی ظاهر گردد. همانطور که از روابط 

یابد. هم نین بدست آمده مشخص است این دو فرکانس با افزایش ضخامت افزایش یافته و با افزایش شعاع لوله کاهش می

 است.شده فرکانس لاو به طول لوله وابسته  لی ارتباطی با طول لوله نداشته ولیمشخص شده که فرکانس ری

 مراجع -1

[1] Eringen A C. On differential equations of nonlocal elasticity and solutions of screw dislocation and surface 

waves. Journal of applied physics. 1983;54:4703-4710. 

[2] Varzandian G A, Ziaei S. Analytical solution of non-Linear free vibration of thin rectangular plates with various 

boundary conditions based on non-Local theory. Mechanical Engineering. 2017;48. 

[3] Mindlin R D, Eshel N N. On first strain-gradient theories in linear elasticity. International Journal of Solids 

and Structures. 1968;4:109-124. 
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